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BAB 1
DERET TAYLOR & DERET MACLAURIN

Deret Taylor merupakan representasi fungsi matematika sebagai
jumlahan tak hingga dari suku-suku yang nilainya dihitung dari turunan
fungsi tersebut di suatu titik. Deret ini dapat dianggap sebagai limit
polinomial Taylor. Deret Taylor mendapat nama dari matematikawan
Inggris Brook Taylor. Bila deret tersebut terpusat di titik nol, deret
tersebut dinamakan sebagai deret Maclaurin, dari nama
matematikawan Skotlandia Colin Maclaurin.

Persoalan-persoalan yang melibatkan model matematika banyak
dijumpai dalam disiplin ilmu pengetahuan misalnya dalam bidang fisika,
kimia, maupun ekonomi. Persoalan-persoalan tersebut biasanya
dinyatakan dalam bentuk fungsi. Persoalan matematika tersebut tidak
dapat diselesaikan dengan perhitungan analitik (eksak) sehingga perlu
dilakukan perhitungan melalui hampiran atau aproksimasi untuk
mendapatkan suatu nilai yang mendekati nilai eksaknya. Hal ini berarti
bahwa dalam penyelesaian melalui aproksimasi terdapat suatu
kesalahan (eror) terhadap nilai eksaknya.

Dalam perhitungan dengan aproksimasi terdapat tiga macam
kesalahan yang mungkin terjadi yaitu kesalahan bawaan, kesalahan
pembulatan, dan kesalahan pemotongan. Kesalahan bawaan
merupakan kesalahan dari nilai data yang mungkin terjadi karena
kekeliruan dalam menyalin data atau membaca skala pengukuran.
Kesalahan pembulatan terjadi karena tidak diperhitungkan beberapa
angka terakhr dari suatu bilangan sedangkan kesalahan pemotongan
merupakan kesalahan karena karena hanya mempergunakan
beberapa suku pertama. Kesalhan pemotongan biasanya terjadi
apabila suatu fungsi direpresentasikan kedalam bentuk deret pangkat
tak hingga.

Pada umumnya hampiran terhadap suatu fungsi dilakukan
berdasarkan penghampiran kedalam bentuk polinom. Hal ini karena
polinom merupakan bentuk yang paling mudah dipahami, mudah
dihitung dan hanya akan melibatkan pangkat-pangkat bilangan bulat
sederhana. Salah satu bentuk polinom yang bisa digunakan untuk
menghampiri suatu fungsi yaitu deret taylor.



A. Deret Taylor dengan Fungsi Satu Variabel
Deret Taylor untuk f (x) di sekitar x = a didefinisikan dengan

f)=ayg+a,(x—a)+a,(x—a)®>+az(x—a)’+.. (1)
Dimana a,, = % Dengan f™(a) turunan ke-n dari f(x) di titik x = a.
Bila penderetan dilakukan di sekitar x = 0 , maka disebut dengan deret
Maclaurin, dan didefinisikan dengan

f(x) =ag+ a;x + ayx? + azx3+ ... (2)

Dnnanaan::—%ﬁzDenganf“(O)UHunanke41daﬂf(x)diﬁﬁkx==0.
Contoh
Akan ditentukan bentuk deret fungsi berikut di titik yang diberikan

1. f(x) = — disekitar x = 3
Penyelesaian

1 1
fe)=——7-f0B) =5

l — — ! —_l
['@ =G ® =3
" — 2 — f! _1
'@ =Gy =3

- 3
@ =aogi [ ® =5
Ingat —

u=1-u"=0
v=x—-1-7v' =1

, uv—ur 0(x—1)—1(1) 1
frx) = 2 = 2 =~ 2
v (x—1) (x—1)
Ingat — !
(x-1)2
u=-1-u"=0

v=(>(x-12->v=2(x—-1)
poy wv—uw' 0 -1 - (-D2(x—-1) 2(x-1)
PO "G~ &

_ 2
S (x—1)3
2
(x—1)3
u=2-u =0
v=(x-1)3->v" =30x-1)>?

Ingat



u'v—ur'  0(x—1)°—-(2)3(x -1 —6(x—1)°

e = G-D» G-
6
CREN
Dimana
(@)
"Tonl
13 1
R TR
ff3 1 1
R TRV TR
P -3 1

T3 T3 16

Sehingga bentuk deretnya

fX)=ay+a;(x—a)+a,(x—a)? +az(x—a)’+..
1 11 1 , 1 5

x_l—z—z(x—3)+§(x—3) —R(x—a) +..

. f(x) = e?* disekitar x = 4

Penyelesaian

fr)=e** > f(4)=e’=e

™) =2e2% 5 f'(4) =2e8 =2e=c¢

) = 4e2* - f'(4) =4eB =4e=e

1) =8e2X - f""(4) =8e® =8e =¢e

(@)

Y

@,
a, = T e=e

f2(4) 4e
a, = o0 =Z=2e=e
_f3(4)_8e 4

B=T3 T3 7e

Sehingga bentuk deretnya
f)=ayg+a,(x—a)+a,(x—a)®>+az(x—a)i+..
e*=e+e(x—4)+e(x—4)*+e(x—4)3+..

. f(x) = sinx disekitar x = 0
Penyelesaian
f(x) =sinx - f(0) =0
f'(x) =cosx - f'(0)=1



"™ = —sinx - f'(0) =0

" = —cosx - f"'(0) = —1

") =sinx - f""'(0) = 0

e = cosx - f"'(0) = 1

fr@ = —sinx - f"""""(0) = 0

fre = —cosx - f"""(0) = —1

Pola ini akan berulang sampai suku tak hingga Sehingga, terbentuk
deret Maclaurin untuk f(x) = sinx adalah

™0 f450) 0
Y Gw=— =50
1o 1 £500) 1

@ =——=7=1 %S ="5 T
f20) 0 £6(0) 0
TR Th % =" =g ="
oy -1 70 -1
37731 3l YETIT T

f(x) =ag+a;x + ax® + agx3+...
-1 1 -1
sinx=0+1.x+0.x2+?x3+0.x4+§x5+0.x6+7x7+...
1 1 1 ' '
o S-S
sinx = x = 27x° + 5% — T
. f(x) = cos x disekitar x = g

Penyelesaian

Karena f(x) = cosx = %
d 1 1 1
cosx=—(x—=x3+=x5—=x"+...)

dx 3! 5! 7!

1 1 1
cosx =1——3x%+—5x* ——7x%+...

3! 5! 7!
1 1 1
1 y2 4 4 _ .6
cosx =1 Z!x +4!x 6!x +...
Kemudian
cosx—cos(x—z+z)—cos[(x—z)+z]
B 3 3/ 37 3
_ I cosE — sin(x — Eysin~
= cos(x 3)cos3 sin(x 3)sm3

m. 1 w1
= cos(x —§)E—sm(x —5)5\5

1 Ty 1 ) T
=5 cos (x —§) —E\Esm(x —5)



Dari persamaan diatas maka
cosx = 1[1 —i(x —E)Z +%(x —E)4 ! (x—z)6+...]

2 2! 3 3 _6_3! 3 )
1 T 1 T 1 T
~3VBl(x-3) 5 (x—3) +5(-3)
1 N7
—5(r=3) +

Ingat
cos(a + b) = cosacosbh —sinasinb

Latihan

Selesaikan bentuk fungsi berikut
1. f(x) =Inx disekitar x = 1
2. f(x) = e3* disekitar x = 0



B. Deret Taylor dengan Fungsi Dua Variabel
Deret Taylor untuk f (x, y) di sekitar (x,y) = (a, b)didefinisikan dengan

fy)=flab)+f(xy)(x—a)+ f,(x,y)(y - b)
1
+ Z[fxx(x:Y)(x —a)* + foy(xvY)(x —a)(y — b)

1
+ fyy(x: - b)z] + 5 [froxex (20, y) (x — a)3

+ 3fxxy(x; y)(x — a)Z(y —b)
+ 3fiyy (X — )Y — b)* + £,y (6, ¥) (¥ — b)*]+ ...
3)
Contoh
Tentukan deret dari fungsi f (x,y) = y cos(x + y) di sekitaran titik (g,g)

Penyelesaian
f (x,y) =ycos(x+y)

1 (55)=5eos(5+3) =5eos(F) =5(-33) = —5+3
Perhatikan

5 1
fx(ny) = _ySin(x +}’) (_)fx (g:g) = —gsin(g) = —g(z) = —%
fy(x,¥) = cos(x +y) — ysin(x +y)

G () S (1) 5L
Fuxe) =~y cose +9) © e (5.5) = ~ 5 cos(2) = =3 (~3V3)

2’3 3 6
=%\/§
. . T
fyy(x,y) = —sin (x+y) —sin (x+y) —ycos (x+y) © fy (E'g)
Sm\y =w RY/4 N mw/ 1
= ~2sin () -5 e0s() = -2(3) -3 (-3"3)
=-1 +%\/§

YA
fey(®,¥) = =sin (x+y) =y cos (x+y) © fi (5.3)

_ /5m\ m 5t N m/ 1
N _S“‘(?) T3 (?) - _<E) _§<_§ “3)
1 =
= - E + g V3
Sehingga diperoleh



T T T T T T T
yeosx+0 =f (5.3)+£(5.3) - P+ 5 (53) 03
1 T T T 2 T T yia yia
+§[fxx(§'§)(x—§) +2fxy(§:§)(x—§)()’—§)
2

T T A
+hy(33)(-3) ]
yeos(e+y) = —5 V34 5 (=) + (53 - D~ )
1 2 1
FSEVE(x=2) +2-5+ VR - DO -3 + (-1
2
+%\/§)(y—g)]

Latihan
1. Tentukan deret dari fungsi f (x,y) = x?sinxy? disekitaran titik
(1,2)
2. Tentukan deret dari fungsi f (x,y) = 2e3Y cos%x disekitaran
titik (1,2)






BAB 2
INTEGRAL

A. Integral Tak Tentu

Menentukan fungsi f(x) dari f'(x), berarti menentukan antiturunan
dari f ' (x) . Sehingga, integral merupakan antiturunan (antidiferensial)
atau operasi invers terhadap diferensial. Jika f(x) adalah fungsi umum
yang bersifat f'(x) = f(x), maka f(x) merupakan antiturunan atau
integral dari f ‘(x) = f(x).
Pengintegralan fungsi f(x) yang ditulis sebagai [ f(x) dx disebut
integral tak tentu dari f(x). Jika F(x) anti turunan dari f(x), maka

[F(x)dx=f(x)+c (1)

Keterangan:
| = notasi integral (yang diperkenalkan oleh Leibniz, seorang
matematikawan Jerman)
f (x) = fungsi integran
f (x) = fungsi integral umum yang bersifat f ' (x) = F(x)
¢ = konstanta pengintegralan

B. Integral Tak tentu fungsi Aljabar
Bentuk mum

[ x™dx = ﬁx”“ +c (2)
Sifat Integral
1. [dx=x+c
2. [kf(x)dx =k [ f(x)dx
3. JUf(x) £g()}dx = [ f(x)dx £ [ g(x)dx
Contoh
Tentukan integral dari

1 [x%dx=——x3*14C=-x*+C
3+1 4
3 3
2. [2Vx3dx = [ 2x2dx = 2.3ixE+1 +C = éx
£ :

2

3. [5x5—7x*+x—9dx

5 7 1 9
_ 541 _ 7 j241 1 oas1 9 0414
5+1 2+1 1+1 0+1
5 7 1
=2x0—Zx34=x2—-9x1+C
6 3 2



C. Integral Tak Tentu Untuk Fungsi Trigonometri
Sifat Integral
1. [cosxdx =sinx+c
[sinxdx = —cosx + ¢
[ sec?xdx =tanx +c
[tanxsecxdx = secx + ¢
[ cosec?x dx = —cotanx + ¢
[ cotan x cosecx dx = —cosecx + ¢

[ cos(ax + b) dx = %sin(ax +b)+c

sin(ax + b) dx = —lcos(ax +b)+c
a

© © N oo hsdwDd

[ sec?(ax + b) dx = %tan(ax +b)+c

[EEN
©

[ tan(ax + b) sec(ax + b) dx = %sec(ax +b)+c

[EEN
=

[ cosec?(ax + b) dx = — % cotan(ax + b) + ¢

12. [ cotan(ax + b) cosecx(ax + b) dx = — %cosec(ax +b)+c

Contoh
Tentukan integral dari
1. [5cosx+3dx=5sinx+3x+C
2. [sin’xdx = [sinxsinx dx
= f%{cos(x —x) —cos (x + x)}dx

1
= fz{l— cos 2x}dx

YU P

= ) 2COS.?C.?C

_2 in2x +C
—2X Z.ZSIDX

1

1
=§x—Zsin2x+C

3. [Sec?2x —5dx = %taan —5x+C

4. [(sinx + cosx)?dx = [(sinx + cosx)(sinx + cos x) dx
= j{sinzx + sinx cos x
+ sinx cos x + cos?x }dx

= f{sinzx + cos?x + 2 sinx cos x}dx

10



= f{l + 2sinx cosx} dx
= f{l + sin 2x} dx

1
=x—§c052x+C

D. Integral Tak Tentu Fungsi Eksponen
de¥ _ x dar _ .x i
Karena =€ dan o=@ In a sehingga

fe"dx=ex+C

j PU) iy = - pu() 4 ¢
7 ()

ax
fa"dx:—+C
Ina

1
j—dx:lnx+C
X

1
fel”xdx:fxdx=§x2+6'

Contoh
. Xy = 3
J 5¥dx=C+c
« [9e*dx=9e*+c

_ 2 ey
. [2e5 3dx=§e5x 3+¢

. 2 ,3x _1lox 1 _21 3¢y 127
f(se 22X+ Jdx =7 ce s thhx+c
2w Z +1Inx +
“15° T3mz T MFTC

. fel”xzdx=fx2dx=§x3+C

E. Integral Tertentu Fungsi Aljabar

Jika fungsi y = f (x) kontinu pada interval a < x < b, maka:

2 f)dx = FG)18 = f(b) — f(a)

Sifat Integral
1L [1f()dx=0
2. f: kf(x)dx =k f;f(x)dx dengan k = konstanta

3. [f) +g@Ydx = [ f(x)dx + [ g(x)dx

(3)

11



4. fabf(x)dx = —fba f(x)dx
5. [ f()dx + [ f(x)dx = [£ f(x)dx

Contoh
Hitunglah integral dari

1.

2.

3.

12

[l3x?dx=x33=33-13=27-1=26

J%[3 cosx + 5sinx] dx
’ n
= 3sinx — 5cosx]%y

3

T I /s I
= [3sin5—5cos§] - [351n—§—5c05—§]

= [3sin90° — 5¢c0s90°] — [-3sin 60° — 5 cos 60°]

— [3(1) = 5.(0)] = [-3 (%\/5) _s (%)]

3 ~ 5
=3+-V3+=
2 V343

6 3 5 11 3 11+ 3V3
=gtaVBtgy= V3= —

Jika [/‘(2x — 5) dx = 18untuk k > 0 maka k? + 3 adalah
Jawab

k

f(Zx—S)dx=18

1

x% —5x]%¥ =18

[k% — 5k] — [12 — 5(1)] = 18
k?—-5k—1+5=18

k?—-5k+4-18=0

k?—-5k—14=0

(k=7)k+2)=0
(k—7)=0atau(k+2)=0

k=7atauk = -2

Karena k > 0 maka yang memenuhi k = 7 jadi
k?+3=724+3=49+3 =052



4. fogcoszx dx :f(?cosxcosx dx
= f(?[% (cos(x + x) + cos (x — x)] dx
=f§l(c052x+1]dx
—f —c052x+%]dx
= [=sin 2x+—x]
[45”1 2(—) +5 (—)] [15”12(0) +5 (0)]
= [Zsinn+ %]—0
-0+

F. Integral Lipat
a. Integral Lipat Dua
Rumus
L fGoy) dx dy (4)

Langkah penyelesalan.

1) f (x,y) diintegrasikan terhadap x (dengan menganggap Yy
konstan) dengan batas x = x1 dan x = x2.

2) Hasilnya kemudian diintegrasikan terhadap y dengan batas
y=yldany = y2.

2 4
Tentukan A = f f (x + 2y)dxdy
1 2
Penyelesaian
2 4 2

1
ff(x + 2y)dxdy = J.Exz + 2xy]3dy

f L 2(4)y {; 22 4 2(z)y} dy
1
2

_ j{s + 8y} — {2+ 4y}dy

13



14

2
= [ 6+ 4n)ay
1

= 6y + 2y°]}

=[6(2) +2(2)%] - [6(1) + 2(1)?]
=[12+8]—[6+2]

=20-8

=12

Integral Lipat Tiga
Rumus
A= [T fGoy,2) dxdy dz (5)

Langkah penyelesaian:

1) f (x,y,z) diintegrasikan terhadap x (dengan menganggap y
dan z konstan) dengan batas x = x1 dan x = x2.

2) Hasilnya kemudian diintegrasikan terhadap y dengan batas
y = yldany = y2 (dengan menganggap z konstan)

3) Hasilnya kemudian diintegrasikan terhadap z dengan batas
z=zldanz = z2

Contoh

Tentukan nilai dari A = f13 f_ll foz(x + 2y — z) dxdydz

Penyelesaian

3 12
A='[jf(x+2y—z)dxdydz

1 -10

x? + 2xy — xz]3dydz

N| =

224+2)y — Zz} — {%02 +2(0)y — 2(0)} dy dz

——
N| =

{2 +4y —2z}dydz

LR»—\ ’LRH LR»—\

[2y + 2y? — 2yz]t,dz

H\wH\wH\wH\w



= f[2(1) +2(1)2 = 2(Dz] - [2(-1) + 2(-1)? = 2(-1)z]dz
1

- f [4 — 22] — [22]dz

- f[4 — 47)dz = 4z — 2221}

= 1[4(3) —2(3)%] - [4(1) — 2(1)?]
=[12—-18] — [4 — 2]
=—6-2=-8

G. Penerapan Integral Tak Tentu

Integral tak tentu dapat digunakan untuk menyelesaikan
permasalahan-permasalahan berikut

a) Menentukan suatu fungsi jika turunan dari fungsinya diberikan.
Contoh

Diketahui f ' (x) = 9x% —6x + 7dan f (=1) = 4. Tentukan f(x).
Jawab:

f(x):ff’(x)dx=f(9x2—6x +7)dx =3x3—-3x2+7x+C

Karena f (—1) = 4
3(-1)3-3(-1)2+7(-1)+C=4
-3-3-7+C=4
-13+C =4
C=4+13=17
Jadi
fx) =3x3—3x2+7x+17
b) Untuk menentukan posisi, kecepatan, dan percepatan suatu benda
pada waktu tertentu.
Misalnya s menyatakan posisi benda, kecepatan benda dinyatakan
dengan v, dan percepatan benda dinyatakan dengan a. Hubungan

anatara s, v, dan a adalah sebagai berikut.

ds

v =— sehinggas = [vdt (6)

dt
d .
a == sehinggav = [adt (7)
Contoh

Sebuah benda bergerak pada garis lurus dengan percepatan a yang

memenuhi persamaan a = 2t — 1, a dalam m/s? dan t dalam detik.
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Jika kecepatan awal benda v =5 m/s dan posisi benda saat t = 6 adalah
s =92 m, maka tentukan persamaan posisi benda tersebut saat t detik!
Jawab:
a=2t-1
v(t)=fadt=f(2t —1)dt=t*—t+C
Kecepatan awal benda 5 m/s, artinya saatt=0nilaiv = 5 & v(0) =5
v(t)=t’—t+C
v(0)=02-0+C
5=C
Sehingga v(t) = t? — t + 5 maka
1 1
s(t) =jvdt:j(tz—t+5)dt=§t3—5t2+5t+C
Posisi benda saat t = 6 adalah s = 92 m < s(6) =92

s(t) =1t3 —11:2 +5t+C
3 2

6=163—162 5.6 +C
s(6) 3 > + 5.6+

92=72-18+30+C
92=84+C

C=92-84=8

Maka s(t) =3 t° —2t2 + 5t + 8

H. Metode Penyelesaian Integral

1. Metode Substitusi

Konsep dasar dari metode ini adalah dengan mengubah integral yang
kompleks menjadi bentuk yang lebih sederhana. Dengan cara
mensubstitusikan/ mengganti.

[[ra@ %] dx = [ fwdu (8)

Contoh
e [(5x —3)%x?
Misalkan u = 5x — 3 <—>Z—2= 5 <—>§du = dx
[(5x —3)%dx = [u° %du = %.%Ou1°+c = 5—10u10 +c

1

—  (E._ 2310

0 Gx—-3)"+c

o [2x(x?+7)1dx?

Misalkanu=x2+7<—>3—z=2x<—>du=2xdx
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2 11,9, 2 11 _ 11,4, — 1 12
[2x(x?+ 7 dx = [(x?> + 7)1 2xdx = [u du=—u

=1—12(x2 + 72 +c

e [(x—=5)(x*—10x +5)7dx?
Misalkan
u:x2—10x+5<—>d—u=2x—10<—>d—u=2(x—5)<—>1du
dx dx 2
=(x—5)dx

1 11
f(x—S)(x2—10x+5)7dx? = f§u7du=§.§u8+c

:i(x2—10x+5)8+c
16
o [(x2—=1)(x+3)5dx?
Misalkanu=x+3<—>3—z=1<—>du=dx

x=u-3
j(x2 — 1D (x +3)%dx = j[(u —3)2 —1Ju’du
_ f[(u ~3)(u - 3) - 1ubdu
=j[u2—3u—3u+9—1]u5du

= f [u? — 6u + 8JuSdu

= f[u7 —6u® + 8u°] du

1 6 8
— 8 __,,7 _ 6
—8u 7u +6u +c

1 6 4
=§(x+3)8—7(x+3)7+§(x+3)6+c
e [9e3¥dx?

. du 1
Misalkanu=3x & — =3 & =du = dx

dx 3

1
f9e3xdx=f9eu§du=3fe“du= 3e+c=3e3*+¢

¥
. f%dx?

1
Misalkan u = vx = xz & & = L & 2vx du = dx © 2udu = dx
dx  2vx

17



eVx e¥
dx=f—2udu=2]eudu=26”+c= eV* + ¢
v u

€3X

)
e | ey A

. d 1
Misalkanu = e3* + 1 & d—z = 3e3* & Edu = e3%dx

fidxz %ﬂzlflduzllnu+czlln(e3x+1)+c
e3* +1 u 3Ju 3 3

. fex(ex+1)%dx?

Misalkan u = ex+1<—>3—z= e* & du= e*dx

1 1 5 6 5 6
fe"(e"+1)5dx=fu5du=gu5+c=g(e"+1)5+C

2. Metode Parsial

Apabila menemukan bentuk integral yang tidak bisa diselesaikan
dengan integral subtitusi, mungkin permasalahan tersebut dapat
diselesaikan dengan subtitusi ganda yang lebih dikenal sebagai

integral parsial.

fudv=u.v—[vdu
Contoh
e [x?sinx dx?
Misalkan
u=x2 o= 2% o du=2xdx
dx
dv =sinxdx & v = fsinx dx = —cosx

fudv=u.v—fvdu

fxz sinx dx = x?(— cosx) — _[ —cosx (2x)dx

fxzsinxdx = —x2c05x+2fx cos x dx

= —x?cosx + 2(xsinx + cosx) + ¢

= —x2?cosx + 2xsinx + 2cosx + ¢
Jadi [ x?sinx dx = —x%cos x + 2xsinx + 2cosx + ¢
Perhatikan
Dimana [ x cosx dx

Misalkanu=x<—>2—7;=1<—>du=dx

18
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dv=cosxdx o v= jcosx dx = sinx

fudv=u.v—fvdu

fx cos X dx=xsinx—fsinxdx=xsinx+cosx

Atau cara lain [ x%sinx dx?

TURUNKAN INTEGRALKAN
2 -
x ~ L= sinx

2x =HD =xosx
2 ~ |+ Ssinx
0 cosx
fxz sinxdx = @ x?(—cosx) © 2x (—sinx) @ 2cosx + ¢

= —x%cosx + 2xsinx + 2cosx + ¢

o [2xe*dx?
d

Misalkan u = 2x <—>d—Z= 2 & du = 2dx

dvzexdxevzfexdxzex

fudv=u.v—fvdu

[2xe*dx = 2xe* — [e*2dx
= 2xe* —2 f e*dx

=2xe* —2e*+c¢

=2e*(x—1)+c
Jadi [ 2xe*dx =2e*(x — 1) +¢
Atau dengan cara lain [ 2x e*dx?

TURUNKAN INTEGRALKAN
2x \ e*

2 Q: e*
0 e~

[2xe*dx =@ 2xe* © 2e¥+c=2e*(x—1)+¢
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Integral Bentuk Rasional

Jika terdapat bentuk integral Rasional f(x) = % dimana p(x) dan

q(x) merupakan suku banyak.

 Jika pangkat p(x) > q(x) maka penyelesaiannya f(x) = R(x) + %-
Dimana R(x) merupakan hasil bagi p(x)olehq(x) dan %

20

merupakan sisa pembagian.
Contoh
3-3x+1

Tentukan nilai [ =222 gy
x“+3
Penyelesaian
7x
¥H3 S -3x+1
T 7x 4+ 21x )
—24x+1

_ h(x)
Karena f(x) = R(x) + prons

7x3 —3x+1 —24x+1
j—dx=f7xdx+f—dx
x2+3 x2+3

_72+I—de +f iy
-2 2+3 2+3%

7 1 x
=—x?—-12In(x? + 3) + —arctan (—3)

2 V3 3
Perhatikan
Misalkan u = x? + 3 H%: 2x<—>%du = dx

1

—24x 5 du 1
f dx = —24 —=—12f—du=—121n(x2+3)

x%2+3 u u
Ingat

1 1 X

fmdx = a arc tan(a)

f;dx = f;dx =i arctan(i>
(x* +3) (V3)2 + x2 V3 V3



1.

Jika pangkat p(x) < q(x). Setiap suku banyak dengan kefisien real
dapat dinyatakan sebagai perkalian dari faktor-faktor linear dan
kuadrat sedemikian sehingga tiap-tiap faktor mempunyai koefisien
real. Ada 4 kasus dari pemfaktoran penyebut

Faktor linear dan tidak berulang.

Misalkan q(x) = (ayx + by)(ayx + by)...(apx + by)

@ —_ A 4z An
Maka prodelprre + Py +...+ Trth dengan Ai,A4,,...4,

merupakan konstanta.
Contoh

1

f Toxz =9
Penyelesaian

1 1 A B
16x2—9  (4x + 3)(4x —3) “Ixt3 4x—3
1=A0M4x—-3)+B(4x +3)
1=4Ax —3A+4Bx + 3B
1= (44 + 4B)x + (=34 + 3B)
Diperoleh persamaan
4A+4B=0<4A=—-4B < A=-B

1
—3A+3B=1<—>—3(—B)+SB=1<—>6B=1<—>B=E
1

diA=—-B=—-—
Jadi G

1 A s B
16x2 -9 4x+3 4x—3

f ! d—f 4 d+j L
1602 -9 T | 443 T | 43

) 1 1

6 6
— dx = d d
_f16x2—9 x f4x+3 x+f4x—3 X

1 1
= —ﬁln(élx + 3) +ﬁln(4x -3)+C

Perhatikan
f ! d —11 +b
(ax + b) x—an(ax )
1
j T8 gre a3 = - Enx+3
I+ 30X T T +3) = —7in(tx +3)

21



2.

22

1
In(4x — 3) = ﬁln(élx -3)

N

1 1
6 _Z
f4x—3dx_6'

Faktor linear dan berulang.
Misalkan q(x) = (a;x + b;)™ dengann € B*

p(x) _ Aq Ay Ap
Maka a0~ @b + T +...+ T dengan
Ay, A,,... A, merupakan konstanta.
Contoh

| e
Penyelesaian

3 A B Cc

= + +

x+2)2x—-1) (x+2)? x+2) (x-1
3=A(x—1)+Bx+2)(x—1)+C(x +2)?
3=A(x—1)+Bx?+x—2)+C(x?* +4x+4)
3=Ax — A+ Bx?+ Bx — 2B + Cx? + 4Cx + 4C)
3=B+C)x*+(A+B+4C)x+ (—A—2B + 40C)
Diperoleh persamaan
B+C=0eoB=-C
A+B+4C=0A-C+4C=0A4+3C=0
—A—2B+4C =3 -A-2(-C)+4C=3—-A+6C=3
Dengan menggunakan eliminasi

A+3C=0 A+3C=0
_ - 1
A+6C=3(+) A:_3C:_3<_):_1
9C =3 3
1 1
- _ B=—-C=—-
C—3 3
Jadi
[ere—
x+22x-1D
1
[ ke
B ACE AN AT +a G-
1 1
= —-1 2) +=In(x — 1
Py 3n(x+ )+3n(x )+ C
Perhatikan
-1 d—f_ld— f—zd——l—l— 1
(x +2)2 T )T s T Y2



Misalkan u = x + 2 & du = dx
Faktor Kuadratik Dan Tidak Berulang.
Misalkan

q(x) = (a;x? + byx + ¢1)(ayx? + byx + ¢3)...(apx? + bpyx + c,)

dengann € B*
Maka p(x) — A1x+Bq Azx+B; Anx+Bpn
q(x)  aix2+byx+c;  azx24+byx+c, apxZ+bpx+cp

Ay, A,,...A,, By, B,,... B, merupakan konstanta.
Contoh
6x2—3x+1
dx
,[(x2+1)(4x+1)
Penyelesaian
6x?—3x+1 A Bx+C
(x2+1)(4x+1)_4x+1+(x2+1)
6x2—3x+1=A?>+1)+ (Bx+C)(4x + 1)
6x2—3x+1=Ax*+A+4Bx*> + Bx+4Cx+C
6x2—3x+1=(A+4B)x?>+ (B+4C)x+ (A+ ()
Diperoleh persamaan
A+4B=6o1—-(C+4B=6<4B—-(C=5
B+4C = -3
A+C=1A=1-C
Dengan menggunakan eliminasi
4B—C=5eox1-> 4B—-(C=5
B+4C=-3 o x4>54B+16C =—-12 (-)
—-17C =17
C=-1
B+4C=-3oB—-4=-3oB=-34+4=1
A=1-C=1-(-1)=1+1=2
Jadi
6x%>—3x+1

x—1

dx = | ———dx+ | ———d
G2+ DEx+ 1) _[4x+1 * D

—J - d+f * 4 j L 4
a1 ) e T e ™
1 1

=Eln(4x+1)+§1n(x2+1)—arctanx+C

Perhatikan

dengan

X
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24

1
f * = (22 Ly st 4
G+ Ty TreT
Misalkanu=x2+1<—>du=2xdx<—>%du=xdx

Perhatikan

1 1
——dx =-1 b
f(ax Tb) X 7 n(ax + b)

2 1 1
f4x n 1dx = Z.Zln(4x +1)= Eln(4x +1)

Perhatikan

1 1 X
fmdx = E arc tan (E>
fld—fld—l t(x)—t
(x2+1) X = 12+x2 x—larc an 1 = arctanx

Faktor Kuadratik Dan Berulang
Misalkan q(x) = (a;x% + byx + ¢))"

& _ A1x+B, Ay, x+B, Apx+By
Maka q(x) ~ (aix2+bix+c)™  (aix2+bix+c)™ 1 T (aix2+bix+c;)

dengan 44, 4,,...A,, B, B,,... B, merupakan konstanta.
Contoh

6x2 —15x + 22

dx

(x2+2)?(x+3)
Penyelesaian
6x>—15x+22 A N Bx+C N Dx+E
(x2+2)2(x+3) x+3 *2+2) (x2%+2)2

6x% — 15x + 22
=A% +2)2+ (Bx+ C)(x +3)(x*+ 2) + (Dx
+E)(x+3)

6x% — 15x + 22

=A(x*+4x?2+4)+ (Bx + C)(x® + 3x% + 2x + 6)
+ (Dx? + 3Dx + Ex + 3E)

6x2 — 15x + 22
= Ax* + 4Ax? + 4A + Bx* + 3Bx3 + 2Bx?
+ 6Bx+Cx3 4+ 3Cx*+2Cx + 6C + Dx? + 3Dx + Ex
+ 3E



6x% — 15x + 22

=(A+B)x*+ (3B +C)x3+ (4A+ 2B + 3C + D)x?

+ (6B+2C +3D+E)x+ (4A+6C + 3E)
Diperoleh persamaan
A+B=0<A=-B
3B+C=0eC=-3B
4A+2B+3C+ D=6 —-4B+2B+3(-3B)+D =6
o —-11B+D=6<D=6+11B
6B+2C+3D+E=-15o6B+2(—-3B)+ 3D+ E =-15
o 3D+E=-15o3(6+11B)+E = —15
- 18+33B+E=-15o33B+E =-33
4A+6C +3E =22 & —4B +6(—3B) + 3E = 22 & —22B + 3E
=22
Dapat dilakukan emilinasi
33B+E =-33ex3->99B +3E =-99
—22B+3E =22 o x1 - —22B + 3E =22 (-)
111B = —-111
B=-1

A=-B=1
C=-3B=-3(-1)=3
D=6+11B=6+11(-1)=6— 11 = —5
33B+E=-33033(-1)+E=-330E=0
6x% —15x + 22

2+ 22(x+3)

—x+3 —5x
s+ | | v
_1 3 —x —5x _Tx
_“(x+)+f(2+2) j(2+2) (2+2)2

=In(x + 3) — —ln(x +2)+—=arc tan +

\/Z V2 2x2+4

Jadi
6x% —15x + 22
2+ 22x+3)

1 3 x
=In(x +3) — Eln(x2 +2)+— arctan—

V2 V2
5

+—
2x%2+ 4
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Perhatikan

Misalkan u = (x2 + 2) © du = 2x dx © %du = xdx

1
7du 1

f_xd— - Tlnu=—=ln(? +2
azr2) T =phu=ghi 4y

u

f —5x = Sffdu_ 5 .5
xZ+2)2 T O R L TCZR

5

2x2 + 4
Latihan
Selesaikan integral berikut
f 2x+1
(x2-3x+2)
2x3+x%+2x-1
2. f———a;:IT——dx
f 3x3-8x+13
(x+3)(x—1)2

J. Integral Bentuk akar (Khusus)

5

Bentuk Substitusi

Hasil

/ 2 _ 42 x =asinf

vJa? —x%=acos@

Ja?+x%2=asech

a
/a2+x2 x=atanf
/xz_az x =asecb

Vx%2—a?=aqtan®

1

aZ+x2

Jika [ dx = % arc tan(g)

Contoh
. fz L iy
0 Vix?
Karena V4 — x2 =22 — x2 = Va2 — x2

Maka x = 2sin@ < siné =’2—C

dx
x = 2sin@ HEZ 2cos0 & dx = 2cos0db

Perhatikan

=0 6=0°

x=0esinf =

NIRDN| R

0
2
2
2

x=2esinh = =1<—>9=90°(§)
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n
2
2 cos6do
==
0

V4 — (2sinf)?

2 cos6do
V4 — 4sin20

o\n\)

2 cos6do
4(1 — sin?0)

N TR T T e T T iy

T
2

2 cos6do f 2 cos 9
0

\4cos26 2c059
—(1a9=g=T_o="
B =0lo=7-0=3

e Tentukan nilai [ mdx

Penyelesaian

1 1 X
fmdx = a arc tan(a)

L ~
jmx—fm "1

e Tentukan nilai f(gczz—+?’)dx

Penyelesaian
1 1 X
fmdx = a arc tal’l(a)

f#dx = f#dx = i arctan<i>
(x* +3) (V3)Z + x2 V3 V3

K. Luasan daerah Kurva
a) Luasan daerah Kurva dengan sumbu X

Misalkan S adalah daerah yang dibatasi oleh kurva y = f (x), sumbu X,

garis x = a, dan garis x = b.
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a b x

Gambar 2.1 Kurva f(x)
Dengan f(x) =2 0 pada a, b maka luas daerah S dapat ditentukan dengan
rumus :

S= [ fox)dx (10)
Dengan f(x) < 0 pada a, b maka luas daerah S dapat ditentukan
dengan rumus :
§=— [ f(x)dx (11)
b) Luasan daerah antar Kurva
Perhatikan gambar berikut

.

i

v, = flx)

,l"\'*-u-________—— ——
O~ v.= gix)

| a b

Gambar 2.2 Kurva y1 dan y2
Misalkan daerah S adalah daerah yang dibatasi oleh kurva y1 = f(x),
y2 = g(x), garis x = a, dan garis x = b.

b
S = [JIf@) — g@)]dx (12)
Contoh
e Tentukan luas daerah antara kurva y = x3, sumbu X, x = -1 dan x
=11
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R

Jawab
0 1
L=— fx3dx+fx3dx
-1 0
1 1
= —[Zx4]91 + [Zx‘%
=GO = D [ - 2]
1 1
=—=[0—1+[;-0]

1 1 1
= =+ == =satuan luas
4 4 2

e Tentukan luas daerah antara kurvay = x>+ 3xdany = 2x + 2
Jawab

yl=y2

x> +3x=2x+2
x>+3x—-2x—2=0
x>+x—-2=0
x+2)x—1)=0
(x+2)=0atau(x—1)=0
x=—-2ataux =1

1 1
L= f(yZ —yl)dx = f(Zx + 2) — (x? + 3x)dx
22 )

1
= J—x + 2 —x?dx
~2

1
= —Exz + 2x —§X3]12

= [-3 W2 + 200 =5 (V%] - -5 (-2)* + 2(=2) =5 (-2)*]



=|-3+2-3] -2+ (0 +3]

S P .
2 3 3
—g_3_2_16
6 6 6
=8 _21_2Z7 _ 43 _ 4lsatuanluas
6 6 6

L. Volume Kurva
Perhatikan kurva berikut

Y
T i
I s
1] l -y
% o
1=a 1= - >

Gambar 2.3 Kurva mengelilingi sumbu x dan y

Kurva mengelilingi sumbu x yang diputar sejauh 360°

—ﬂf fOO1? (13)
Kurva mengelilingi sumbu y yang diputar sejauh 360°
d
V=mn[ [gD])*dy (14)
Perhatikan kurva berikut
Y
Jp  ume®
| =
ye=d
3 L. 4

Gambar 2.4 Antar Kurva mengelilingi sumbu x dan y
Antar Kurva mengelilingi sumbu x yang diputar sejauh 360°

v =n["{f 1 - [g00]2dx (15)

Antar Kurva mengelilingi sumbu y yang diputar sejauh 360°
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v =n [HFOP - [g0)]13dy (16)
Contoh
¢ Hitunglah volume benda putar yang terjadi, jika yang daerah dibatasi
kurvay = x + 1, x = 0, x = 2, dan sumbu x diputar mengelilingi
sumbu x sejauh 360°
Jawab
V= nfoz y2dx = nfoz(x + 1)%dx = nfoz(x + 1) (x + Ddx

y=x+1

2
=nf(x2+2x+1)dx
0

1
=n[§x3+x2+x](2) . [———

— (X3 492 —r1ip3
_n[3(2)+2 +2] 0%+

8
=n[—+4+2]—0

3
_.8,12 6
=z tz T3l

26 2

=5n= 85 m satuan volume

¢ Hitung volume benda putar yang terjadi jika daerah yang dibatasi
y = (x — 2)?, sumbu y, y = 0 dan y = 3 diputar mengelilingi sumbu y

sejauh 360° ?

Jawab
V=mnfx*dy=n[ (/y+2)>dy
3
= nf(ﬁ+ 2)(ﬁ+ 2)dy
03
=nf(y+4ﬁ+4)dy
0

1. 8
=nl7y* + §yﬁ +4y15
T E (3)2+33V3 + 4(3)] — ;0% + 0 + 4.0]

n[2+8\/§+ 12]

2
9 24
=n[=+—+8V3
n[2+2+\/_]

= [§ + 8v/3]r satuan volume
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M.

Fungsi Hiperbolik
Dalam masalah matematika terapan sering kita jumpai kombinasi-

kombinasi tertentu dari fungsi eksponen e* dan e ™ sehingga
kombinasi fungsi-fungsi tersebut diberi nama khusus, yaitu fungsi
hiperbolik. Dimana fungsi hiperbolik yaitu

N o oop W N e

. eX—e™*
sinhx = >
eX+e™*
coshx = >
sinh x
tanhx =
coshx
coshx
cothx = =
sinh x
1
sechx =
coshx
cosechx =
sinh x

. cosh? x — sinh? x = 1 (Identitas Hiperbolik)

Perhatikan Titik-titik yang memenuhi identitas hiperbolik berikut
membentuk kurva hiperbola. Hal ini mendasari penamaan fungsi
hiperbolik.
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Gambar 2.5 Grafik Identitas Fungsi Hiperbolik



Gambar 2.6 Grafik Fungsi Hiperbolik
Dari gambar diatas Fungsi sinh dan tanh merupakan fungsi ganjil.
Fungsi cosh dan sech merupakan fungsi genap, nilai fungsinya selalu
positif.

a) Diferensial Fungsi Hiperbolik
Perhatikan sifat berikut
1. f(x) =sinhx & f'(x) = coshx
f(x) = coshx & f'(x) = sinhx
f(x) = tanhx © f'(x) = sech?x
f(x) = cothx & f'(x) = —cosech? x
f(x) =sechx & f'(x) = —sechx tanh x
6. f(x) = cosechx & f'(x) = —cosech x cothx
Fungsi hiperbola memenuhi beberapa identitas yang mirip dengan
identitas trigonometri
1. sinh(—x) = —sinh(x)
cosh(—x) = cosh(x)
cosh? x —sinh?x =1

a s D

1 —tanh? x = sech?x

cosh(x + y) = cosh x coshy + sinh x sinh y
6. sinh(x + y) = sinhx coshy + cosh x sinhy

b) Invers Fungsi Hiperbolik

s 0D
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Perhatikan sifat berikut

1. y=sinh™lx =In(x + Vx2 + 1) & x = sinhy
y = cosh™x = In(x + m) < x = coshy
f(x) =tanh™1x = %ln(ii—i) o x =tanhy
f(x) = coth ™ x & x = cothy
f(x) =sech™lx & x =sechy
f(x) = cosech ' x & x = cosechy

o0k wN

Il
T

y T =Y [

T T T T T T

I

o et

Gambar 2.7 Grafik Invers Fungsi Hiperbolik

c) Aplikasi fungsi Hiperbolik

Beberapa pengunaan matematika dan fungsi hiperbolik seperti
Aplikasi untuk sains dan rekayasa terjadi setiap kali entitas seperti
cahaya, kecepatan, listrik, atau radioaktivitas secara bertahap
diserap atau dipadamkan, karena peluruhan dapat diwakili oleh
fungsi hiperbolik. Aplikasi yang paling terkenal adalah pengunaan
hiperbolik cosinus untuk menggambarkan bentuk kawat gantung.
Dapat dibuktikan bahwa jika berat fleksibel kabel (seperti telepon
dan saluran listrik) ditunda antara dua titik pada saat yang
sama tinggi, maka dibutuhkan bentuk kurva persamaany = ¢ +
a cosh (x/a) yang disebut catenary
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(0 X

Gambar 2.8 Catenaryy = ¢ + a cosh (x/a)

Dalam bahasa latin catena memiliki arti yaitu “rantai”.
Aplikasi lain fungsi hiperbolik terjadi dalam deskripsi gelombang laut:
Kecepatan gelombang air panjang bergerak melintasi badan air

dengan kedalaman oleh fungsi v = ’g—fttanh?

Dimana g merupakan percepatan gravitasi.

Gambar 2.9 Gelombang Laut

Buktikan

cosh? x —sinh?x =1
Diketahui
e¥ — g%
inhx =
sinh x >
hy = eX+e”*
coshx = >
—an 2 a2
2 2
_e2x+2+e‘2x eX—2+e7% _4_1
B 4 ( 4 )_4_
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UJI KOMPETENSI
1. Hasil dari J(x — 3)(x2 — 6x + 1) dx
a. —%(x2—6x+1)‘4+c
b. —%(x2—6x+l)‘4+c
C. —%(x2—6x+1)‘4+c
d. —%(x2—6x+1)‘2 +C
e. —%(xz—(ixﬁLl)‘2 +C

2. Hasil dari I(xz +1)(x3 +3x+5)% dx =

a. %(X3+3X+ 5) 3/(x® +3x+5)2 + C
b. %(x3+3x+5) ¥x®+3x+5+C

c. %(X3 +3x+5)2 Y(x® +3x+5)2 +C
d. 1(®+3x+ 5)° ¥x® +3x+5+C
e. %(x3+3x+5)2+C

3. Hasil dari jﬂdx:_..

V2x% —6x+5
a. —2V2x% —6x+5+¢
b. —v2x2 —6x+5+c
C. %\/2x2—6x+5+c

d. V2x2 —6x+5+c¢
e. EVZXZ—6x+5+c
. 3x2
4. Hasil J.gdx = ...
\/2x3+4
a. HW2xi+4 +C
b. 2v2x3+4 +C
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x3 +8

Ux3+8+C d.3Vx3+8+C

a
ugdﬂ+8+c e.4x3+8+C

c.2Vx®+8+C

6x2 +4

———dx=...
5\/(x3+2x—1)3 "

6. Hasil dari I

2
5

b. %5(x3+2x—1)2 +C

c. 553 +2x-1f +C

d. s +ax-1f +C

e. sy rax-1f +cC

9x% +6 _

—_—d
5\/(x3 + 2X —1)2 ’

7. Hasil dari



8. Hasil J‘ﬂdx = ...

\/3x2 +9x-1
a. 2\/3x2 +9x-1+cC
\/3x2 +9x-1+¢c

\/3x2 +9x-1+c
\/3x2 +9x-1+c
\/3x2 +9x-1+c

9. Hasil [6xy3x” +50x = ...
a. %(GXZ +5)\/6x2 +5+cC
b. %(?)x2 +5)V3x2 +5+¢
C. %(x2+S)M+C
d. %(x2+5)M+c
e. %(?)x2 +5)V3x2 +5+¢

o
wN wl-

d.

Njw N

e.

10. Hasil dari Jcos* 2x sin 2x dx = ...

a. —4sin® 2x+c
b. —&cos® 2x+¢
c. —Lcos® 2x+¢
d. fcos® 2x+¢
e. Lsin®2x+c

10
11. Hasil [sin® 3x cos 3x dx = ...

a. %sin43x+c
b. %sin43x+c
c. 4sin43x+c

d. %sin43x+c
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1 ain 4
e. 15 SIn 3X+cC

12. Hasil dari [sin? x cos x dx = ...

a. %cos3x+C

b. —% cos®x+C

C. —% sinfx+C
.%sin3x+C
3sin®x+C

13. Hasil [x/x+1dx= ...
a. %(x+l)\/m-%(x+1)2 x+1l+c
b. 1—25(3x2+x—2)\/m“:
C. %(3x2+x+4) x+1+c
d. %(3X2—X—2)m+c
e. %(x2+x—2) X+1+cC

14. Hasil [4sin 5x - cos 3x dx = ...
a.—2co0s8x—-2cos2x+C
b. —%cosBx—cost +C

C. %c058x+c052x +C

d. —%cosBx—cost +C

e. %c058x+c052x +C

15. Hasil dari jsin 3x.cos xdx= ... .

a.—% sin4x—% sin2x + C
b.—% cos4x—% cos 2x + C
c.—% cos 4x — 1 cos 2x + C
d.%cos4x—%0032x+c
e. 1l cos4x—%cost+C

4
16. Hasil dari j(cos 2x—2sin? x)dx = .



a.2sin2x+x+C
b.sin2x+x+C
c.sin2x-x +C
d.-2sin2x+x+C
e.—cos2x+x+C
H

17. Hasil dari j(%cosz X +C0S 2x)dx =..
a. 2 sin 2x + %x +C
b. 2 sin 2x + %x +C

C.

®|u1 |1 co|un

cost+%x+C
-2 sj + Ly+

d. 8S|n2x 4 X C
e.—%c032x+%x+c

18. Hasil dari j(cos 2x—1sin 2 x)dx:

3 sj —1lx+
a.85|n2x 4x C

3 sj — 1y
b.83|n2x 8x C

3 —1lx+
c.8c032x 4x C

_5 — 1y
d. 8cost 5 X C

_5gj — 1y
e. 8S|n2x 4x C

19. Hasil | (sin? x — cos? x) dx adalah ...

a.%cost +C

b.-2cos2x+C
c.—2sin2x+C

d.%sin2x+C

e. —% sin2x + C

20. Hasil dari /(3 — 6 sin? x) dx = ...
a. %sin2 2x + C

b. %cos2 2x + C

C. %sin 2x+ C

d.3sinxcosx+C
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21.

22.

23.

24.

25.

e. 3sin 2x cos 2x + C

Hasil dari [(x2—3x + 1) sin x dx = ...

a.
b.
C.
d.

®

(=x®+3x+1)cosx+(2x—3)sinx+c
(=x*+3x—1)cosx+ (2x—3)sinx+¢
(}*®=3x+1)sinx+(2x—3)cosx+cC
(x®*—3x+1)cosx+(2x—3)sinx+c
(x*—3x+3)cosx+(2x—3)sinx+c

Hasil dari [(x*+1)cosxdx= ...

o

®cooo

X2 sin X + 2X COS X + C
(X*—=1)sinx+2xcosx+cC
(x2+3)sinx—2xcosx+cC
2x2cos X + 2x2sinx + ¢
2x sin X — (x2—1)cos x + ¢

Hasil dari sz sin 2xdx = ...

a.

b.

1 1 1

—=X?C0S 2X—= X Sin 2X+= COS 2X + C
2 2 4

1 1 1

-3 X2 coS 2X +§ X Sin 2X — CosS2x +cC

1 1 1

—=X?C0S 2X += X Sin 2X += C0S 2X + C

2 2 4

X? COS 2X —% X sin 2X—% COS 2X+C

X? coS 2x—%xsin 2x+%cost+c

N~ N

4

Hasil j(-x2 +6X—8)dx = ...

a.

b.

38 C.

w
oo|'o_§ w|8

2

2% d.

3
Hasil j(x2 +Lydx = ...

1

a. 9% c.8 e.3

b.9

10
d.3
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2
26. Hasil dari j(xz —izjdx = ...
1

X
9 11 19
a. 5 C. 3 e. &
9 17
b. 2 d. i
2
27. Hasil dari [3(x+1)(x—6)dx = ...
0
a. -58 c.—28 e. 14
b. -56 d.-16
1
28. Hasil dari [ x*(x—6)dx= ...
-1
a. —4 c.0 e. 4%
1 1
b. -3 d. 5

1
29. Nilai a yang memenuhi persamaan [12x(x* +1)?dx = 14 adalah
a

a2 c.0 e.l
b.—1 d.

N

0
30. Hasil dari [x*(x*+2)°dx = ...
1

a. % C. % e. %
75 58
b. 3 d. %

T
31. Hasil I(sin 3x+cosx)dx = ...

0
10 4 1
a. 3 C.3 e 3
8 2
b. 3 d. 2
%
32. Hasil I(Zsin X —c0s2x)dx = ...
0
5 5
a. -3 c.1 e 3
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3
b. 3 d. 2

6
33. Nilai dari [ (sin 3x+cos3x)dx = ...
0

a. c.0 e. -

Wl Wl
wNo

b.

gﬂ'
34. Hasil dari [cos(3x-z)dx = ...
1

zﬂ'

a. -1 c.0 e.l
_1 1
b. 3 d. 3
V4
jxcosxdx
35,0 = ...
a. -2 c.0 e.2
b. -1 d. 1
T
36. J'xsin XAX= ...
2
ant+1l c.—1 en+1l
b.n-1 dn
T
37. J'sin 5xsin xdx= ...
0
_1 1 S5
a.—3 C. 5% e
_1 1
b 5 d. 5
%
38. [sin(x+Z)cos(x+Z)dx= ...
0
_1 1 3
a.—3 C. 3 e g
_1 1
b. 8 d. A
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39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

44

z

2
Nilai dari [ cos(3x - 7) sin(3x - z) dx =

J'sin2 xcos? mxdx = ...
0

a.0 C.

0|~ N[

1
b. 3 d.

1

Zﬂ'
Hasil dari [ 2sin x—cos* x)dx=....

0
a.-1 c.1 e. %3
b. 0 d. %2

3
Diberikan I(Zax2 —2x)dx=44 .Nilaia = ...
1

a.l c.3 e.6
b. 2 d. 4

a
Di berikan [ (3x2 - 2x)dx=20

a1
Nilaia?+a=....
a.2 c.6 e. 24
b.3 d. 12

p
Diketahui j(3x2 +2x) dx = 78.
1

. .3
Nilai =p=...
2|O

a. 4

c. 8 e. 12
b. 6 d. 9

p
Diketahui [3x(x+2)dx= 78.
1

Nilai (~2p) = ...



46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

a. 8 c.0 e. -8
b.4 d. -4

p
Diketahui [ (3t* +6t—2)dt = 14.
1

Nilai (—4p) = ...

a.—6 c.-16 e.-32
b. -8 d. -24

a

[(5+Ddx= L. Nilai a?= ...

2 X a

a. -5 c.1 e.5
b. -3 d.3

Luas daerah yang dibatasi parabola y = x? — x — 2 dengan garis y =
x + 1 pada interval 0 < x < 3 adalah ... satuan luas

a.5 c.9 e. 10%
b.7 d. 10%

Luas daerah yang dibatasi kurva y =4 —x?,
y=-x+ 2dan 0 < x <2 adalah ... satuan luas

8 14 26
a. £ c. = e 2
3 3 3
10 16
b. = d. 3

Luas daerah yang dibatasi kurva y = x?,
y =X+ 2, sumbu Y dikuadran | adalah ...

10
a. C. e L

Wl wro
wl|oo w|o

b. d.

Luas daerah di kuadran | yang dibatasi kurva
y =x3,y =X, x =0, dan garis x = 2 adalah ... satuan luas

1 1 1
a. ZZ C. 31 e. 41
1 1
b. 25 d. 35
Luas daerah yang dibatasi oleh kurva
y = Jx+1, sumbu X dan 0 < x < 8 adalah ... satuan luas
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53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

46

wro

a. 6 c.17% e. 18
b.6% d. 18

Luas yang dibatasi oleh kurva y = 2x? — 8, dan sumbu X, pada 0 <
x < 3 adalah .... satuan luas

a. 102 c. 151 e 171
3 3 3

b.13L  d.162
3 3

Luas daerah tertutup yang dibatasi oleh kurva x = y? dan garis y =
X — 2 adalah ... satuan luas

a.0 c.4% e. 16

b.1 d. 6

Luas daerah tertutup yang dibatasi oleh kurva

y = 6x — x> dan y = x? — 2x pada interval 0 < x < 5 sama dengan ...
satuan luas

64 14
a. 30 C. % e. 3

50
b. 26 d. =

Luas daerah yang dibatasi oleh kurva 'y = x> — 9x + 15 dan y = —x?
+ 7x — 15 adalah ... satuan luas

2 1 1
a.23 c.23 e.43

2 2
b.25 d.33

Luas daerah pada kuadran | yang dibatasi oleh kurva y = x2, sumbu
Y, dan garis x + y = 12 adalah ... satuan luas

a. 57,5 c. 49,5 e. 22,5

b. 51,5 d. 25,5

Luas daerah yang dibatasi parabola y = 8 — x2 dan garis y = 2x
adalah ... satuan luas

2 2
a. 36 c.41 3 e. 46 3

b.41% d. 46

Luas daerah yang dibatasi oleh kurvay =9 —x?> dan garisy = x + 3
adalah.... satuan luas

a.2E c.19E e.21E
6 6 6



60.

61.

62.

63.

64.

65.

b.32 d.20 2
6 6

Volum benda putar yang terjadi jika daerah yang dibatasi oleh kurva
y = 2x — x2 dan y = 2 — x diputar mengelilingi sumbu X sejauh 360°
adalah ... satuan volume

1 3

a. gTC C. ETE e.m
2 4
b. £ d. e

Volum benda putar yang terjadi bila daerah yang dibatasi oleh kurva
y=x2dany = +/x diputar mengelilingi sumbu X sejauh 360° adalah
.. satuan volume

3 1

a. 107[ C. 3Tt e.2n
5 10

b. lOTC d. 3 I

Daerah yang dibatasi oleh kurvay =4 — x, x = 1,
x = 3, dan sumbu X diputar mengelilingi sumbu X sejauh 360°, maka
volume benda putar yang terjadi adalah ... satuan volume

2 2 1
a. 457(2 C. 8§ﬂ: e. 12§TE
1 2

Volume benda putar yang terjadi jika daerah yang dibatasi oleh
kurva y = 2x dan parabola y = x? diputar sejauh 360° mengelilingi
sumbu X adalah ... satuan volume

32 52 32
a. 5 T C. 15 T e. 15 T
64 48
b. 5" d. 5"

Volume benda yang terjadi, jika daerah yang dibatasi oleh kurva
y=9-x? dan garis y=x+7 diputar mengelilingi sumbu X sejauh
360° adalah ... satuan volume

14 4 4
a. 17SEn C. 533 T e. 35571:

3 4

Volume benda putar yang terjadi jika daerah yang dibatasi oleh
kurvay = x? + 1 dan y = 3 diputar mengelilingi sumbu Y sejauh 360°
adalah ... satuan volume

a.2n c.3=n e.5n
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b. 2%713 d. 4%75
66. Volum benda putar yang terjadi karena daerah yang dibatasi oleh

parabola y = x? dan y? = 8x diputar 360° mengelilingi sumbu Y
adalah .... satuan volume

4 4 4
a.257t C.45n e.95n

b.S%n d.S%n

67. Volume benda yang terjadi, jika daerah yang dibatasi oleh kurva
y= Jx-2 dan garis 2y —x+2=0 diputar mengelilingi sumbuY
sejauh 360° adalah ... satuan volume
a. 1%n c.bn e. 9%11

b.2n d9n
68. Gambar berikut merupakan kurva dengan persamaan y = X

V30-30x? . Jika daerah yang diarsir diputar mengelilingi sumbu X,
maka volume benda putar yang terjadi sama dengan ... satuan
volume
a. 6n C.9n e. 12xn
b. 8n d. 10n x

69. Volume benda putar yang terjadi karena dacian yany dibatasi oleh
sumbu X, sumbu Y, dan kurva y = 4 —x diputar terhadap sumbu Y

sejauh 360°, dapat dinyatakan dengan ...
2

a. 7rJ-(4— y?)? dy satuan volume
0

2
b. ;zI,M— y? dy satuan volume
0

2
C. nI(4— y?2) dy satuan volume
0

2
d. 2;;](4— y2)? dy satuan volume
0

2
e. 2;:](4 — y?)dy satuan volume

0
70. Perhatikan gambar di bawah ini:
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y=x

X

2 10N 1 3
v=—dx
Jika daerah yang diarsir pada gambar diputar mengelilingi sumbu X
sejauh 360° maka volume benda putar yang terjadi adalah ...
satuan volume

123 e 35
a. = C. £7 e 327
83 43
b. 7 d. 7

71. Volume benda putar yang terjadi jika daerah yang dibatasi oleh
sumbu Y, kurva y = X%, garis y = 2, dan y =5 diputar mengelilingi
sumbu Y adalah ... satuan volume
a.3% c.9% e.11%

b. 4 % d. 10 %

72. Perhatikan gambar berikut!
Y N

Jika daerah yang diarsir diputar mengelilingi sumbu-X sejauh 360°,

maka volume benda putar yang terjadi adalah ... satuan volume
a 8r ¢ 1 260

15 A T
96 186
b. en d. 5T

73. Perhatikan gambar berikut!
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74.

75.

50

2 N ’x

Jika daerah yang diarsir diputar mengelilingi sumbu-X sejauh 360°,
maka volume benda putar yang terjadi adalah ... satuan volum

32 32
a. 16xn C. = e. em
32 32
b. S d. T

Perhatikan gambar berikut!

1y

X
Jika daerah yang diarsir diputar mengelilingi sumbu-Y sejauh 360°,
maka volume benda putar yang terjadi adalah ...

6 9 11
a C. 45T e 4gm
8 10
b. 28" d. 28T

Sebuah benda bergerak dari keadaan diam dengan percepatan
pada setiap saat t ditentukan oleh a(t) = 5 — t. Pada gerakan
tersebut, benda akan berhenti setelah ... detik

a.3 c. 10 e. 15

b.5 d. 12



BAB 3
PERSAMAAN DIFERENSIAL ORDER 1

Studi mengenai persamaan diferensial dimulai segera setelah
penemuan Kalkulus dan Integral. Pada tahun 1676 Newton
menyelesaikan sebuah persamaan diferensial dengan menggunakan
deret tak hingga, sebelas tahun setelah penemuannya tentang bentuk
fluksional dari kalkulus diferensial pada tahun 1665. Newton tidak
mempublikasikan hal tersebut sampai dengan tahun 1693, pada saat
Leibniz menghasilkan rumusan persamaan diferensial yang pertama.
Perkembangan persamaan diferensial sangat pesat dalam tahun-tahun
berikutnya. Dalam tahun 1694-1697 John Bernoulli menjelaskan
“Metode Pemisahan Variabel” dan membuktikan bahwa persamaan
diferensial homogen orde satu dapat direduksi menjadi bentuk
persamaan diferensial dengan variabel-variabel yang dapat
dipisahkan. John Bernoulli dan saudaranya Jacob Bernoulli (yang
menemukan Persamaan Diferensial Bernoulli) berhasil
menyederhanakan sejumlah besar persamaan diferensial menjadi
bentuk yang lebih sederhana yang dapat mereka selesaikan

A. Pengantar Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial merupakan suatu persamaan yang memuat
turunan terhadap satu atau lebih dari variabel-variabel bebas
(Independent Variable). Penentuan order suatu persamaan diferensial
tergantung pada kandungan fungsi turunan di dalam persamaan
diferensial tersebut. Order atau tingkat suatu persamaan diferensial
merupakan pangkat tertinggi turunan dalam persamaan diferensial.
Persamaan diferensial dibagi menjadi 2 yaitu
1. Persamaan Diferensial Implisit

Bentuk Persamaan Diferensial (PD) Implisit:

tl(x y), 2] =0, atau f (x, y, y)=0 1)
Contoh
Tentukan jenis dan penyelesaian persamaan diferensial (PD)
3xyy' +x2—-1=0
Jawab
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52

Jenis PD di atas adalah PD implisit order satu karena terdapat suku
3xyy' dimana y' = % yang artinya merupakan turunan pertama

sehingga dapat dikatakan sebagai order satu
3xyy' +x2—-1=0
3xyy' = —x2+1

. —x*+1
T
dy —-x?+1
VE: 3x
_—x*+1
ydy—de

f 4 _f_xz+1d
yay = 3x X

. 2+c—f_x2d +j1 d
7R BETI R I P
S y24C = 1fd+1f1d
RN Y B
Lere=-L iy s
Zy = 32X 3nx
3y24+C=—-x?>+2Inx+C
3y24+x?—-2lnx=C

Persamaan diferensial Eksplisit

Bentuk Persamaan Diferensial Eksplisit:

2= f(xy), atauy’ = f (x,y) 2

Contoh

Tentukan jenis dan penyelesaian persamaan diferensial (PD)
y' =5x2+7x—3

Jawab

Jenis PD di atas adalah PD Eksplisit order satu karena terdapat

suku y’ dimana y’ = Z—z yang artinya merupakan turunan pertama

sehingga dapat dikatakan sebagai order satu
y' =5x2+7x—3
dy

E=5x2+7x—3

dy = (5x% + 7x — 3)dx
fldy=f(5x2+7x—3)dx



FC=2x 4l 3xtc
y —3x zx X
5

3,7 2
y=3X +Ex —3x+C

Latihan
Tentukan jenis dan penyelesaian persamaan diferensial (PD) di bawah
ini.
(1 +2x2%) Z—z =xy
x%y?y' +5x—2=0
2xy?dx — (x — 5)dy =0
y'" =5x%+7x -3
. y'""=Atanx + Bsinx
B. Persamaan Diferensial Order 1
Persamaaan Diferensial (PD) Order 1 dinamakan juga Persamaan
diferensial Linear order 1 karena pangkat tertinggi dari suatu
turunannya adalah 1.
PD linear order satu f (x, y, y ') = 0 yang dapat dinyatakan dalam

arMwnN P

bentuk A(x,y) Z—i +B(x,y) =0 3
Persamaan (3) dapat diubah menjadi bentuk lain
A(x,y)dy + B(x,y)dx =0 4)
Contoh
dy _ e
1. <. = oxy —sinx

2.y =3Inx+7x
3. (x—cosx+y)dx+ 2y —x+tanx)dy =0
4. (sin2x —y)dy + (cosy — 2x)dx =0

Persamaan diferensial (PD) order satu merupakan bentuk PD yang
paling sederhana, karena hanya melibatkan turunan pertama dari suatu
fungsi yang tidak diketahui. Jika dalam persamaan tersebut variabel
bebas dan variabel tak bebasnya berada pada sisi yang berbeda dari
tanda persamaannya, maka disebut PD yang terpisah dan untuk
menentukan penyelesaiannya tinggal diintegralkan. Jika tidak
demikian, maka disebut PD tak terpisah. Suatu PD order satu yang tak
terpisah biasanya dapat dengan mudah dijadikan PD terpisah melalui
penggantian (substitusi) dari salah satu variabelnya. Persamaan (4)
dapat direduksi menjadi bentuk persamaan berikut

fx)dx + g(ly)dy =0 (5)
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Maka variabel-variabel dari persamaan (4) dinyatakan terpisah dan
persamaan diferensialnya disebut persamaan diferensial dengan
variabel terpisah. Penyelesaian persamaan diferensialnya diberikan
oleh

Jfdx+[gldy=C (6)
Dimana C sebagai konstanta.
Contoh
Selesaikan Persamaan Diferensial berikut
1.3yy—2x=0
Penyelesaian:
Dengan pemisahan variabel akan diperoleh

3yy' = 2x

dy
3y—=2
ydx X
3ydy = 2xdx

f3ydy:f2xdx

3
) y2+C=x*+C
3
a2 42 — I
2V X
Jadi solusi persamaan diferensial di atas adalah %yz -x2=C
2. ycos?xdy +sinxdx =0
Penyelesaian:
Dengan pemisahan variabel akan diperoleh
ycos?xdy+sinxdx =0
y cos?x dy = —sinx dx

y cos?x dy = —sinx dx
sinx
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Perhatikan
—sinx
5 dx
coS%x
Misalkan u = cosx < du = —sinx dx

—sinx du 1 1
f dx=f—=fu‘2du=—u‘1=——=—
cos?x u? u cos x

Jadi solusi persamaan diferensial di atas %yz +secx =C

3.5xyy +y?—=3=0
Penyelesaian:
Dengan pemisahan variabel akan diperoleh

dy
S5xy—+y2—3=0
xy-ty

S5xydy+ (y2—3)dx =0
5xy dy = —(y? — 3) dx

y 1
— ———dx
*-3) 4

f(y —3) fo
_ 2 _ - __
2ln(y 3)+C 51nx+C

11 2 3+11 =C
2n(y ) 5nx—

5In(y?—=3)+2Inx=C
In(y?-3)>+Inx?=1InC
In(y? —3)5x2=InC
(y*=3)0x*=¢C
Ingat:
mlna =Ina™
Ina+1Inb =In(a.b)
Perhatikan

|

Misalkanu=y2—3<—>du=2ydy<—>%du=ydy

1
y Zdu 101 1 1
jmdy=f7=ijadu=§lnu=§ln(y —3)

Jadi solusi persamaan diferensial di atas adalah (y? — 3)°x%2 = C
4. y'+xy =0dimanay(0) =1



Penyelesaian:
Dengan pemisahan variabel akan diperoleh

y +xy=0

dy_

dx Xy
1d d
—dy = —xdx
y

fld [xa
—dy=—| x dx
y

Iny = Ly C
ny——§x+

1
_1l.2

y=e 27 +C
Ingat:lna=b < a=eb

. . . . . _1l,2
Jadi solusi persamaan diferensial di atas adalah y = e"2* *¢

Untuk mendapatkan solusi khususnya y(0) = 1
1
1=e 2% +CoC=0

x2

1
Jadi solusi khusus persamaan diferensial di atas y = e 2

Latihan

Selesaikan persamaan diferensial berikut

1. (x—4)y?dx—x3(y?-3)dy =0

2. xsinydx+ (x>+1)cosydy =0,y(1) = g
'}’(0) =-1

3 dy _ 3x*+4x+2
odx | 2(y-1)

C. Persamaan Diferensial Homogen
Definisi 1.
Sebuah fungsi persamaan diferensial f(x,y) disebut persamaan
homogen bila terdapat n X R, sehingga

flkx,ky) = k™f(x,y) (1)
dimana n dikatakan sebagai order dari persamaan diferensial homogen
f(x,y). Pada suatu persamaan yang dinyatakan sebagai PD Homogen
memiliki ciri yaitu derajat pada setiap sukunya adalah sama.
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Contoh
Periksalah persamaan di bawah ini merupakan persamaan diferensial
homogen atau tidak?
1. f(x,y) =2x—-3y
Penyelesaian
flx,y) & f(kx,ky) = 2kx — 3ky = k(2x — 3y)
Merupakan PD Homogen berorde 1
2. f(x,y) =2x?+ xy — 5y?
Penyelesaian
flo,y) © flkx, ky) = 2(kx)? + (kx) (ky) — 5(ky)?
= 2k?x?% + k?xy — 5k?y?
= k?(2x% 4+ xy — 5y?)
Merupakan PD Homogen berorde 2
3. fxy)=x*+y
Penyelesaian
f,y) © flkx, ky) = (kx)* + ky = k*x* + ky
= k(kx® +y)
Bukan merupakan PD Homogen

Bentuk Umum
A(x,y)dy + B(x,y)dx =0 (8)
Dimana A(x,y) dan B(x,y) merupakan PD Homogen.
Setelah kedua fungsi telah PD Homogen, selanjutnya substitusikan
dengan
%=z<—>y=xz<—>dy=xdz+zdx 9

X

;:Z<—>x=yz<—>dx=ydz+zdy (20)

Catatan : Jika A(x,y) dan B(x,y) tidak homogen maka tidak perlu
diselesaikan/tidak dilanjutkan.
Contoh
Tentukan apakah PD di bawah ini merupakan PD Homogen dan
Selesaikanlah
1. (x+y)dx+xdy=0

Penyelesaian

Diperiksa kedua suku merupakan PD Homogen?

(x+y) o flx,y) = flkx, ky) = kx + ky = k(x + y)

x o f(x,y) = f(kx, ky) = kx
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Jadi kedua suku merupakan PD Homogen
disubstitusikan ke dalam bentuk

%:Zey:xzﬁdy:xdz-l-de

Maka substitusikan pemisalan ke soal, sehingga
(x+y)dx+xdy=0
(x+xz)dx+x(xdz+zdx)=0
xdx+xzdx+x?dz+xzdx =0
xdx+2xzdx+x*dz=0

x(1+22)dx +x%dz=0

x(1+ 2z)dx = —x? dz

[a= [ 1530
xx_ 1+ZZZ

1
—Inx zzln(l +2z)+C

1
Eln(l +2z)+Inx=C

In(1+22)+2Inx=C
In(1+22)+Inx?=C
In(1+22)x? =InC
(1+29)x?=cC

Perhatikan

[
1+2z°7

Misalkanu=1+Zz<—>du=2dz<—>%du=dz

1
f L 7du—1f1d = e =t ez
12, %7 ) 73 g =ghu=5n+22)

sehingga

Maka penyelesaian persamaan diferensial diatas (1 + 2%) x2=cC

3xydx + (x2 —y?)dy =0
Penyelesaian
Diperiksa kedua suku merupakan PD Homogen?

3xy © f(x,y) = f(kx,ky) = 3kxky = k*(3xy)

(x? —=y?) o fx,y) = flkx, ky) = (kx)? — (ky)? = k?x? — k?y?

= k?(x* —y?)



Jadi kedua suku merupakan PD Homogen sehingga
disubstitusikan ke dalam bentuk

§=z<—>x=yz<—>dx:ydz+zdy

Maka substitusikan pemisalan ke soal, sehingga
3xydx + (x2 —y?)dy =0

3(y2)y (y dz + zdy) + (y2)* — y*)dy = 0

3y%z (ydz +zdy) + (y2)* —y*)dy = 0

3y3z dz + 3y?z%dy + y?z%dy — y*dy = 0

3y3z dz + 4y?z%dy —y?dy =0

3y3z dz + (4y?z%2 —y?)dy =0

3y3z dz+y?(4z%? — 1)dy = 0

3y3z dz = —y?(4z?% — 1)dy

oz Y
(4z%—1) 3y3

Z
fmdz—‘g ;¥
11 4z2-1) = 11 +C
gin(4z )=-—3zlny

3In(4z%2—-1)=-8lny +C
In(4z?2-1)3=-Iny®+C
In(4z2-1)3+Iny®=C
In (4z2-1)3y8=C

X 2
4(—) —1]3y8=c¢C
[ y IPy
42
—-13%%=C
(y2 )’y
Perhatikan

(4z2— 1)
Misalkan

1
u=(422—1)<—>du=82dz<—>§du=zdz

1
f L dz-= §du—1f1d =tz
(4z2—1DY 7 ) w T8l M Tg T

2
Maka penyelesaian persamaan diferensial diatas (% —-13y8=cC

Latihan
Selesaikan persamaan diferensial
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1. (x?—-3y¥dx+2xydy=0
av _ .2 2

2. Zxdx— (x=+y2)

3. ?—x¥dx+xydy=0

D. Persamaan Diferensial Non Homogen
Persamaan diferensial non homogen disebut juga persamaan
diferensial koefisien linear. Adapun bentuk umumnya

(ax+by+c)dx+ (px+qy+1r)dy=0 (12)
Suatu PD non homogen jika
fkx, ky) # k™ f (x, ) (12)

Dimana (ax + by+c)dan (px+qy+r) merupakan PD non
Homogen. Setelah kedua fungsi telah PD non Homogen, selanjutnya
substitusikan dengan
u=ax+by+c e du=adx + bdy (13)
v=px+qy+r e dv=pdx+qdy (24)
Untuk mencari dx dan dy dilakukan dengan cara eliminasi persamaan
(13) dan (14)
du = adx + bdy = x q < qdu = aqdx + bqdy
dv = pdx + qdy - x b © bdv = bpdx + bgdy (-)
qdu — bdv = aqdx — bpdx

qdu — bdv = (aq — bp)dx
dx = qdu—bdv

aq—bp
Perhatikan
du = adx + bdy
J qdu — bdv
u=a W + bd_’y
J qdu — bdv bd
u-a( —p ) = bdy
aq — bp qdu — bdv
aq—bp “Cag=pp ) =Y
aqdu — bpdu B aqdu abdv) _ bdy
aq — bp aq — bp
aqdu — bpdu — aqdu + abdv
= bdy
aq — bp
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—bpdu + abdv

aq —bp
b(adv —pdu)
aq—bp
adv — pdu
aq — bp
Sehingga diperoleh

__qdu—bdv _
dx = aa—bp dandy =

bdy

bdy

dy =

adv—pdu
aq—bp

(15)

Contoh

Tentukan apakah PD di bawah ini merupakan PD non Homogen dan

Selesaikanlah

1. d_y — 2x-y+3
dx 4x-2y+7
Penyelesaian
dy 2x—y+3
dx  4x — 2y +7
2x—y+3)dx—(4x—2y+7)dy=0
Diperiksa kedua suku merupakan PD non Homogen?
Qx—y+3) o f(x,y) = flkx, ky) = 2(kx) — (ky) + 3

=k(2x—y)+3
# PD homogen Karena + 3 yang tidak mengandung variable k
—(4x -2y +7) o f(x,y) = f(kx, ky) = —[4(kx) — 2(ky) + 7
= —[k(4x — 2y) + 7]
# PD homogen Karena + 7 yang tidak mengandung variable k
Jadi kedua suku merupakan PD non Homogen sehingga
disubstitusikan ke dalam bentuk
u=2x—yedu=2dx—1dy & dy =2dx —du
Masukan kedalam soal
2x—y+3)dx—(4x—2y+7)dy=0
2x—y+3)dx—(22x—y)+7)2dx —du) =0
(u+3)dx—Qu+7)2dx —du) =0
udx + 3dx — 4udx + 2udu — 14dx + 7du = 0
—3udx + 2udu — 11dx + 7du =0
(-3u—11)dx+ Qu+ 7)du =0
(-3u—11)dx = —Qu + 7)du
Cu+7)
(—3u—1) ™

dx = —
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Qu+7)
fldx=— (-3u—11) u

fld o [2ED o
T SBu—1np® T

fld +f Mg +f du=o0
T G SR ® T
22 2 7
x+ —?ln(—Bu —11) —6(—3u —-11) —gln(—3u —-11)=cC
22 2
X+ —?ln(—3(2x -y)—11) — 5(—3(2x —y)—11)
7
—§ln(—3(2x —y)—11)=C
22 2
x + —?ln(—6x +3y—11) —5(—6x + 3y —11)
7
—§ln(—6x +3y—-11)=C

43 2
x + —?ln(—6x+ 3y —11) —6(—6x+ 3y—11)=C

9x —43In(—6x +3y —11) = 2(—6x+3y—11) =C
9x —43In(—6x+3y—11)+12x—6y+22=C
—43In(—6x+3y—11)+21x—6y+22=C

Perhatikan
2u

"y
(—3u—1)™

Misalw = —-3u—11o3u=—-11—w oy =Y

1
dw = —-3du & —§dw =du

fz_udu:fz(_ =) 1,
(—=3u—11) w "3

2 ((—-11—w 2 ((—11
=—§Jwa=§[ wa—fldW]

= 6[—111nw —w]
22

=——1] - = C
9 nw 9W+

22 2
= -5 In(=3u—11) -5 (-3u -1 +C¢



Ty
f(—3u—11) u

1
—7f_§dw— Znw = - LIn(=3u— 11
= , — 3hw= 3n( u )

Diperoleh penyelesaian akhir yaitu
—43In(—6x+3y—11)+21x—6y+22=C

2x —y+5)dx+ (x — 2y +7)dy =0

Penyelesaian

Diperiksa kedua suku merupakan PD non Homogen?

2x —y +5) o f(x,y) = flkx, ky) = 2(kx) — (ky) + 5
= k(2x —y) + 5 # homogen

Karena + 5 yang tidak mengandung variable k

(x =2y +7) ofy)=flkx, ky) = (kx) — 2(ky) +7
= k(x — 2y) + 7 # homogen

Karena + 7 yang tidak mengandung variable k

Jadi kedua suku merupakan PD non Homogen sehingga

disubstitusikan ke dalam bentuk

u=2x—y+5edu=2dx—1dyingata =2,b = -1

v=x—-2y+7edv=1dx—2dyingatp =1,q = -2

Diperoleh

qdu — bdv —2du — (—1)dv —2du+dv —-2du+dv
X = = =

ag—bp ~ 2.(=2)—(-1).(1)  —-4+1 = =3
_adv—pdu 2dv—1du
 aq—bp -3

Maka subsitusikan kedalam soal yaitu
2x —y+5)dx+ (x —2y +7)dy =0

—2du+dv 2dv—-1du

U=+ v (5T =0
u(—2du+ dv) + v(2dv —du) =0
—2udu + udv + 2vdv —vdu =0
(—2u—v)du+ (u+2v)dv=20
Apakah persamaah tersebut persamaan diferiansial Homogen?
(—2u—v) & f(u,v) = f(ku, kv)

= —2(ku) — kv = k(—2u—v)
(u+2v) o f(u,v) = flku, kv) = ku + 2(kv) = k(u + 2v)
Jadi kedua suku merupakan PD Homogen sehingga
disubstitusikan ke dalam bentuk
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u
;=z<—>u=vz<—>du=vdz+zdv

(—2u—v)du+ (u+2v)dv=20
(—2vz—v)(vdz+zdv)+ (vz+2v)dv =0

—2v?%zdz — 2vz?dv — v?dz — vzdv + vzdv + 2vdv = 0
—2v?%zdz — 2vz?dv — v?dz + 2vdv = 0

(—2vz? + 2v)dv — 2v?zdz — v3dz = 0

—2v(z% — )dv —v?(2z+ 1)dz =0

—2v(z% — 1)dv = v?(2z + 1)dz

v Q2+

vz VT o

(2z+1)
—Zf dv 2 _1)d

—ZJEdv:dez+jﬁdz

1 1
—2lnv=In(z?-1) +§ln(z— 1)—Eln(z+1) +C

—4Inv=2In(z?-1)+In(z—1)—-In(z+1)+C
—Inv*=InZ*?-1?+In(z-1)-In(z+1) +C
-1 -1
Cnpt = 1 (Z ) (z—1) i
z+1
z2—1)2%(z—-1
ln( )°( )+lnv4=C
z+1
(z2 - 1)%(z - Dv*
In
z+1
(z2 - 1)?%(z - 1v*

=InC

=C
z+1
(22 -1 -1)(z-1Dv*

z+1 =C

(z+D(z-1D(z* - 1)(z-Dv* c

z+1
-1DE2-1DEz-Dv*=C
Z2-1DEz-1D*v*=cC
2

(@ e=c
u? u? u .
(;—1)(;—2;+1)v =C

U2
<F - 1) (w?v? —2uvd +v*H) =C



ut —2udv + uv? —uPv? + 2uvd —vt=C

ut —2udv+2uvd—vt=c¢

Rx—y+5)*—-2Qx—y+5)>3x—-2y+7)+22x—y
+5)(x—2y+7)>3—(x—2y+7*=C

Perhatikan

u=z>-1eodu=2zdz

2z du )
fde:—f?:lnu:h’l(Z —1)

1
1 2 2
——dz = d d
j(zz—l) z ,[Z—l Z+fz+1 z
—11( 1) 1l +1
=3In(z 2n(z )
1 A B
= +
(z2-1) z—-1 z+1
1=Az+1)+B(z-1)
1=A4z+A+Bz—-B
1=(A+B)z+(A—B)
diperoleh
A+B=0<A=-B

1
A—B=1<—>—B—B=1<—>—ZB=1<—>B=—§—>A=—(
1

2
Jadi persamaan diferensial homogen yaitu

x—y+5)*—2Qx—y+5)3x—-2y+7)+22x—y
+5)(x—-2y+7)°3—(x—-2y+7*=C

Latihan

Selesaikan persamaan diferensial berikut

1. 2x+3y+1Ddx+Ux+6y+1)dy=0

2. 5x+2y+1D)dx+2x+y+1dy=0

1

2

)
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E. Persamaan Diferensial Eksak
Teorema Persamaan Diferensial Eksak

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (16)
jika hanya jika
OM(x,y) _ ON(x,y)
dy T ox (17)
Dengan F(x,y)dx = [ M(x,y)dx + c(y) (18)
Selanjutnya mencari nilai c(y) dengan persamaan
OF (x,
TED = N(,y) (19)
dimana fungsi M(x,y), N(x,y), aM;;‘y),%, dan persamaan

terdefinisi dan kontinu dalam daerah terhubung sederhana.
Contoh
Tentukan apakah PD di bawah ini merupakan PD eksak atau tidak dan
Selesaikanlah
1. y%dx+2xydy=0
Penyelesaian
Persamaan diferensial eksak jika memenuhi

oM(x,y) dy?
= = 2y
dy dy
ON(x,y) 02xy _ 5
ox  ox
Karena aMa(;"y ) — aN;’;'y ) maka y?dx+2xydy =0 merupakan

persamaan diferensial eksak.
Penyelesaian dari persamaan ini disubstitusikan

F(x,y)dx = fM(x, y)dx +c(y) = fyzdx +c(y) = xy2 +c(y)

Selanjutnya mencari nilai c(y)
0F(x,y)
ay - N(xl Y)

(xy? + c(») 3
dy B

2xy +c'(y) = 2xy

c'(y)=0

e =[cm=c

Jadi penyelesaiannya xy? + c(y) = xy? + C

2xy
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2. 2x+3y—2)dx+Bx—4y+1)dy=0
Penyelesaian
Persamaan diferensial eksak jika memenuhi
oM(x,y) 0Q2x+3y—2) 3

dy dy
ON(x,y) 0@Bx—-4y+1)
= =3
dx dx
Karena aMa(;’y) = aNéﬁ’y) maka (2x +3y—2)dx+ (3x —4y +
Ddy =0

merupakan persamaan diferensial eksak.
Penyelesaian dari persamaan ini disubstitusikan

F(x,y)dx = jM(x, y)dx +c(y) = f(Zx + 3y —2)dx + c(y)

=x%+3xy —2x + c(y)
Selanjutnya mencari nilai c(y)

J0F (x,y)
d(x? + 3xy — 2x +
(x xyay x+eO) L 4y +1

3x+c'(y)=3x—4y+1
c'(y)=—-4y+1

c(y) = f c'(y) = f(—4y +1dy =-2y*+y+C
Jadi penyelesaiannya yaitu
x24+3xy —2x+c(y) =x*+3xy —2x=2y*+y+C

Latihan

Tentukan apakah PD di bawah ini merupakan PD eksak atau tidak dan
Selesaikanlah

1. (2x3+3y)dx+ Bx+y—1)dy=0

2. ydx+ (2x+yeY)dy=0

3. xy'+y+4=0

67



F. Faktor Integrasi
Definisi
Sebuah faktor pengali yang menjadikan suatu PD yang tidak eksak
menjadi PD eksak dinamakan faktor integrasi.
Teorema Faktor Integrasi
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (20)

Kita asumsikan bahwa PD pada bentuk umum di atas tidak eksak dan
memiliki faktor integrasi a(x, y). Sehingga berdasarkan definisi

a(x,y)M(x,y)dx + a(x,y)N(x,y)dy =0 (21)
Pada persmaaan (21) merupakan PD eksak untuk mengujinya

0 _0
3y QM y) =52 a(x, YN y) (22)
Dengan menggunkan sifat turunan uv = u'v + uv’

M, y) + aley) T = PN () + e y) P

(23)

1. Faktor Integrasi a(x,y) = a(x) — fungsi x saja

Misalkan ""‘;"'”

= 0 maka persamaan (23) menjadi

da(x,
ag;y)M(x y) +alx, y)#

_da(x,y) IN(x,y)
= ax N(x,y) + a(x,y) %

da(x,y) M(x,y)
3y M(x,y) + a(x, y)—

_da(x,y) ION(x,y)
- ax N(ny) +a(x;3’) ax

oM ON (x, da(x,
a(x,y) —=2 ( D) ax,y) ;’;yh ag’;”w(x,y)
(?M(x,y) ON(x,y). 0da(x,y)

dy T ox ] = 0x NGx,y)

OM((x, ON (x,
a2 = Do = a1V ()

1 0M(x,y) ON(x,y) Ay = da(x,y)
N(x,y) ay O ox x= a(x,y)
f 1 oM (x,y) B IN(x, y)]ax _ J‘aa(x, V)
N(x,y)~ dy ox a(x,y)

0

a(x,y)[
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1 OM(x,y) ON(x,y)
fN(x,y) dy  ox

1 [aM(xy) ON(xy)
efN(X.y)l dy ox ]6x — elna

[ 1 [0M(x,y) ON(xy)
a=e Nxyl dy dax

]ldx =1lna

]6x

a(x) = el f09x (24)
Dimana
0M(x,y)_0N(x,y)

flx) = =2 —"— (25)

N(x,y)

Contoh
Tentukan penyelesaian dari persamaan diferensial
(1 —xy)dx + (xy — x2)dy =0

Penyelesaian

Persamaan diferensial eksak/ tidak jika memenuhi
OM(x,y) _9(1-xy) _

dy dy
ON(x,y) d(xy — x*)
ox dx =y-x
Karena aMa(;'y) # aN;fc'y) maka (1 — xy)dx + (xy — x2)dy =0

merupakan persamaan diferensial tidak eksak.
OM(x,y) ON(x,y)
dy 0x

N(x,y)

_x=(Q—-2x) x-y —-(-x) 1
) = = = ==
Xy — x x(y—x) x(y—x) X

a(x) = eff(x)dx = ef_%dx = e~ Inx — eln% = 1

f() =

Substitusikan factor integrasi kedalam soal
(1 — xy)dx + (xy — x?)dy = 0 (dikali )

1 1
;(1 — xy)dx +;(xy —x2)dy =0

1
(;—y)dx+ y—x)dy=20
Persamaan diferensial eksak/ tidak jika memenuhi

oM (x,y) _ 6(%—3/)

dy dy =1
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IN(x,y) dly—x) 4
ox  ox

M(xy) _ aNG,
Karena 240 _ ONGy)
dy dx

merupakan persamaan diferensial eksak
Penyelesaian dari persamaan ini disubstitusikan

F(x,y)dx = fM(x,y)dx +c(y) = f (% — y) dx + c(y)

=Ilnx —xy+c(y)
Selanjtunya mencari nilai c(y)
D Ny
d(nx —xy +c(y)) _
dy =Y
—x+c'()=y—x
)=y

C(}’)=fc'(y)=fydy=%y2+c

Jadi penyelesaiannya yaitu
Inx—xy+cly)=C

maka G—y) dx+ (y—x)dy=0

1
lnx—xy+zy2 =C
2Inx —2xy+y?=C

. Faktor Integrasi a(x,y) = a(y) — fungsiy saja

Misalkan 22%%) — o maka persamaan (23) menjadi
da(x,y) OM(x,y)
3y M(x,y) +a(x,y) T
_Oa(x,y) ON(x,y)

Dengan langkah sama halnya faktor integrasi fungsi x saja maka
diperoleh

1 [ aM(x,y) , ON(xy)
a=efM(x,y)l ay = ox ]ax

a(y) = el F(dy (26)
Dimana
_oMxy)  ON(x.y)
_ ady dx
f(y) - M(x,y) (27)
Contoh



Tentukan penyelesaian dari persamaan diferensial
xydx + (1+x2)dy =0

Penyelesaian

Persamaan diferensial eksak/ tidak jika memenuhi
OM(x,y) 9(xy) .

dy Oy
ON(x,y) 90(1+ x?)
= = 2x
dx dx
Karena aMa(;"” * aN;’;'y) maka xydx + (14+x2)dy = 0
merupakan persamaan diferensial tidak eksak.
_Mx,y)  ON(xy)
_ dy 0x
e TCRY
OM(x,y) A ON(x,y)
f()__ oy + 0x _—x+2x_x_1
Y M(x,y) Xy Xy 'y

a(y) = eI fOx =I5 = gy =,

Substitusikan factor integrasi kedalam soal

xydx + (1+x2)dy =0

xydx + (1+x%*)dy = 0(dikaliy)

xy?dx + y(1+x%)dy = 0

xy?dx + (y+x%y)dy = 0

Persamaan diferensial eksak/ tidak jika memenuhi

OM(x,y) 0(xy*)
ay 9y

ON(x,y) 0y +x*y)
ox dx B

oM (x, ON(x,
Karena (xy) _ ON(xY)
ay ox

merupakan persamaan diferensial eksak
Penyelesaian dari persamaan ini disubstitusikan

F(x,y)dx = jM(x,y)dx +c(y) = fxyzdx +c(y)

2xy

2xy

maka xy2?dx + (y + x%y)dy = 0

1
==x%y% 4+ c(y)

2
Selanjtunya mencatri nilai c(y)
OF (x,y)
———=Nxy)

dy



] (%xzy2 + c(y))

— 2
5 y+x%y
x*y+c'(y) =y+xty
)=y

1
c(¥) =IC’(y) =fydy=§y2+C
Jadi penyelesaiannya yaitu
%xzy2 +c(y)=C
1

1
—x2v2 4 Zy2 =

1
Eyz(x2 +1)=C

Factor Integrasi a(x,y) = a(xy) » fungsi xy saja
Misalkan a(x,y) = a(xy) dan b = xy
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da(x,y) da db da(x,y) da db
dax  db dx dy  dbdy
da(x,y) E d(xy) ﬁ da(x,y) dad(xy) da
ax db dx  db "9y db dy _db"
Kemudian substitusikan ke persamaan (23)
D M) +ate ) T
_ da(x,y) ON(x,y)

N(x,y) +a(x,y) 9%

Ox
Dengan langkah sama halnya faktor integrasi fungsi x saja maka
diperoleh
OM(x,y) 9N(x,y)
ay ax
I Y NGy -z M@y | %P

a=e

a(xy) = eff(xY)db (28)
Dimana

OM(xy) ON(xy)

_ dy dx
A ey ey vieny (29)
Contoh

Tentukan penyelesaian dari persamaan diferensial
(2x3y% — y)dx + (2x%y3 —x)dy =0

Penyelesaian
Persamaan diferensial eksak/ tidak jika memenuhi



IM(x,y) _ 9(2x°y* —y)

=4x3y—1
dy dy *
ON(x,y) 9(2x*y® —x) 3
ox d0x =dym -1
Karena aMa(;’y) + GN;J;,y) maka (2x3y? —y)dx + (2x%y3 —x)dy =0

merupakan persamaan diferensial tidak eksak.
OM(x,y) _ON(x,y)
dy 0x
yN(x,y) —xM(x,)
(4x°y —1) — (4xy® - 1)
y (2x%y® —x) —x (2x3y* — )
4x3y — 4xy3

flxy) =

flxy) =

© 2x2y* — xy — 2x%y2 + xy
_4x3y — 4xy?

= STyt ety

_ —Axy(y?-x?) 2

T 2x%y2(y2—x%) xy

2 1
a(xy) = el Fxy)ab — ef‘ﬁd(XY) — p—2In(xy) = Hln(xy) > = eln(xy)2

_ 1 _ 1

T (y)? x%y?
Substitusikan factor integrasi kedalam soal
(2x3y? —y)dx + (2x%y3 —x)dy = 0

(2x3y? — y)dx + 2x%y3 — x)dy = 0 (dikali )

x2y2

(2x3y? — y)dx + 2x%2y3 —x)dy =0

x2y2 x2y2
1 1

(2x - m)dx + (Zy - W)dy =0

Persamaan diferensial eksak/ tidak jika memenubhi

1
M@y OE 5y

dy dy x?y?
1
oNGy) @2
ax ox T x2y2
Karena 24&Y) _ ONGY) yava (2x — —)dx + (2y — —)dy = 0
ay ~  ox x2y YT =

merupakan persamaan diferensial eksak
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Penyelesaian dari persamaan ini disubstitusikan
1
F(x,y)dx = J-M(x,y)dx +cly) = f (Zx — E) dx + c(y)
Pt e0)
=x“+—+c
Xy Y

Selanjtunya mencari nilai c(y)

D Ny
9 (xz +% + c(y)) 1
dy STy
1 1
Ty te W = 23"@
c'(y) =2y

c) =jc’(y) =j2ydy=y2+C
Jadi penyelesaiannya yaitu

2,1 —
XS cy)=¢C

1
x*+—+y*=C
Xy

Latihan

Tentukan penyelesaian dari persamaan diferensial eksak/ non eksak
1. (x2+y?2+x)dx+xydy=0
2. dy+ 2xydx = xdx
3. (2y*+3x)dx+2xydy =0
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G. Persamaan Diferensial Linear Order 1
Persamaan diferensial linier order satu dengan variabel tak bebas
y dan variabel bebas x, dapat di tulis dalam bentuk umum:

24 P(0)y = Q(x) (30)
Mempunyai factor integral
u(x) = ef PEIx (31)
Penyelesaian umum persamaan diferensialnya
yefP(x)dx _ efP(x)de(x)dx =0 (32)

Atau

() = f Q) dx +

Adapun Langkah-langkah menentukan PDL Orde rl1
1. Tuliskan kedalam bentuk umum PDL Order 1
2. Tentukan factor integralnya

3. Integralkan hasil perkalian u(x) dan Q(x)

[ Q) dx (33)

4. Tuliskan kedalam penyelesaian umum

Contoh
Selesaikan PDL Order 1 berikut ini

ay — .3
1. xdx+(x+1)y—x
Penyelesaian

d
x—y+(x+1)y=x3

dx
dy (x+1)
ax T x 777
Maka diketahui P(x) = &2 0(x) = x2

x 1

Mempunyai factor integral

I,t(x) = efP(X)dx — ef(x;'l)dx — ef(1+i)dx _ e(x+lnx)
— exelnx = Xy = xe*
fH(X)Q(X)dx = fxexxzdx =jexx3dx
=e*(x®—3x*+6x —6)+C

Perhatikan: Diselesaikan dengan metode Parsial
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fudv=u.v—fvdu=x3ex—fex3x2dx
= x3e* — {3x%e* — f e*6x dx}
= x3e* — 3x2%e* + f e*6x dx

= x3e* — 3x%e* + {6x e¥ — f e*6 dx}

=x3e¥ —3x%e*+6xe*—6e*+C

=e*(x3—-3x2+6x —6)+C

Parsial 1 Parsial 2

u=x3o du=3x%dx u = 3x? & du = 6xdx

dvzexdx<—>v=fexdx=ex dvzexdxﬁvzfexdxze"

Parsial 3
u=6xedu=6dx

dv=e"dx<—>v=fexdx=ex
Jadi penyelesaian umum PDL Order 1 yaitu
yue) = [ uGe@dx + ¢

yxe* =e*(x3—3x2+6x —6)+C
_e*(x*—3x*+6x —6)

= +C

y xe*
(x3—3x%+6x —6)

y = o +C

6
y=x2—3x+6—;+C

d 3
22 42 = px?
dx x

Penyelesaian

dy /3
- _ = 6x2
dx+<x)y x

Maka diketahui P(x) = 2, Q(x) = 6x2
Mempunyai factor integral

3
= 3
p(x) = el PIax = elx® = g3lnx — olnx® — 43

J/,t(x)Q(x)dx = fx3 6x2dx = f 6x° dx = x©



Jadi penyelesaian umum PDL Orde 1 yaitu

() = f H(EQE)dx + C

yx3=x%+C
yx3 —x6=C

Latihan
Selesaian penyelesaian umum PDL Orde 1 berikut
ay _ X
1. xdx+y—e , x>0
2. x%dy+xydx = (x — 1)%dx

ay — roc2
T (tanx) y = cos“x
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H. Persamaaan Diferensial Bernoulli
Persamaan diferensial Bernoulli yang dapat ditulis dalam bentuk

24 Py = QY™ (34)

Apabila n # 0,1 maka dapat diubah menjadi v = y1™" dan Z—z = ﬁ%
persamaan bernaulli berubah menjadi PD linier tingkat satu

Z+1-nP)v =1 -n)Q(x) (35)

Dengan penyelesaian umum berbentuk
ve(l—n)fP(x)dx — (1 _ n) f e(l—n)fP(x)dx Q(x)dx

yl—ne(l—n)fP(x)dx =(1-n) f e(1-1) [ P(x)dx Q(x)dx (36)
Adapun Langkah penyelesaian
1. Reduksilah PD Bernoulli itu dengan transformasi v = y1™"
2. Gunakan langkah PD linier orde satu untuk menyelesaikannya.
3. Gantilah v dengan transformasi semula untuk mendapatkan
penyelesaian umum PD Bernoulli
Contoh
Selesaikan y’ +y = xy3
Penyelesaian
Berdasarkan % +P(x)y=Q(x)y"makaP(x) =1,Q(x) =x,n=3
Langkah 1: Reduksilah PD Bernoulli itu dengan transformasi
v= yl—n — y1—3 — y—z
Langkah 2: Gunakan langkah PD linier orde satu untuk
menyelesaikannya

dv 1 P =(Q1
—+ (1 —mPEY = (1-1Q®

dv+(1 1l.v=(1-3
I v = )x
dv

— —2v=-2
dx v X

Langkah 3: Gantilah v dengan transformasi semula untuk mendapatkan
penyelesaian umum PD Bernoulli
Dengan penyelesaian umum berbentuk

yl—ne(l—n)fP(X)dx =(1-n) f e(l—n)fP(x)dx Q(x)dx

y—Ze—Zfldx — —Zfe('z)fldx xdx
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y2e ¥ = —Zfe‘zxxdx
1 1
—-2,-2x — -2 (__ -2x _ —Zx) C
y ‘e er 4e +

1
y 2eT = xe~ X +Ee‘2x +C

1
y2e % = (x + E)e‘zx +C
Sehingga diperoleh penyelesaian akhir

]7—2 =x I I ('
2

u=xeodu=dx

1
dv=e dx o v = f e ?*dx = —Ee‘z"

judvzuv—fvdu
1 1 1 1

—2X — __,"2x)\ _ __,—2x - __ -2x _ _ ,—2x
fe xdx x( 2e ) f 2e dx er 4e
Latihan
Selesaikan persamaan diferensial Bernoulli berikut

1. y—y=-y*

2. x*y'+2xy=y3

3. xydx + (x> —3y)dy =0

4. xy'+y+x2e*y?=0

I. Persamaaan Diferensial Riccati
Persamaan diferensial Riccati yang dapat ditulis dalam bentuk

2+ P()y = Q)y? +R(x)

(37)

Jika y, adalah fungsi yang memenuhi persamaan Riccati, dapat

dibuktikan bahwa dengan substitusi y =y, +% D akan diperoleh PD

linier tingkat satu
d
—+ (271(0)Q() — P())u = —Q(x)
Dengan penyelesaian umum berbentuk
uel(2y1(0Q()-P())dx — _ f e (271 (0Q(x)-P(x)) Q(x)dx

L oJ(2y10e)-P(x))dx — _ [ e (271(0)Q(x)-P(x)) Q(x)dx
y=y1

(38)

(39)
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Jika R(x) = 0, maka persamaan menjadi persamaan Bernoulli. Jika
R(x) # 0, penyelesaian umum dicari dengan langkah-langkah sebagai
berikut :
1. Jika satu penyelesaian khusus yang sudah diketahui, misal y; = u,
dankarena itu dipunyai

du

== P(x)u? + Q(x)u + R(x)
2. Disubstitusikan y = u + i dengan derivatifnya

dy d ( N 1) dy 1dz

_—_—=— —_— = - ——

dx _dx\"77 dx z% dx
Kepersamaan Riccati sampai diperoleh :

dz

o —2uzP(x) — P(x) — zQ(x)
Diperoleh persamaan diferensial tingkat satu z :

dz

T + 2uzP(x) + zQ(x) = —P(x)

dz 2uP =-—p
a;+(u(@+Q@Dz——(@

Merupakan persamaan diferensial linier orde 1, dan dapat
diselesaikan dengan mencari faktor integrasinya dengan cara yang
telah dipelajari sebelumnya.

3. Setelah solusi didapatkan, substitusikan y = u +§ , Jadi dengan

langkah terakhir tadi didapatkan solusi untuk persamaan
diferensial Riccati

Contoh

dy )

——=y2-2 2

dx y xy +
Dengan y = 2 adalah penyelesaian khususnya.
Penyelesaian

Diketahui suatu penyelesaian khusus y = u(x) = 2
Misalkany:u+§: 2+§

dy d<2+1)
dx  dx z
dy ~ ldz

dx  z%dx
Substitusikany = 2 + Zdan ¥ = —%E ke PD Riccati
z dx z“ dx
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dy )
— =yc—2xy+2
dx y xy
1 dz 1\2 1
L oY) e
z4dx z z
1dz_4 4+1 4 2x_|_2
z2dx z z2 x z
1dz_4 4_|_2_|_4_|_1 2x
szx_( X ) (Z z2 Z)
1dz_dv+ 4+1 2x
z2dx  dx (z z2  z
1dz_4+1 2x
z22dx  ‘z  z? z)
dz
—=—4z—-1+42xz
dx
dz
—+4z—-2xz=-1
dx
dz

a+(4—2x)z= -1
Merupakan PD linear order-1, mempunyai faktor integrasi :

el(4—2x)dx — e4x—x2

PD dapat ditulis sebagai :

dz +(4-2 =-1
dx ( *)7 =

dz + (4 — 2x)zdx = —dx

Kalikan PD dengan faktor integrasi :
e dz + e~ (4 — 2x)zdx = —e** ¥ dx

d(e4x—x2)z = _ptx—x?

—x2 )
e4xx =J._e4xx dx
—x2 )
4xx=_e4—xx_|_C
C =24

Jadi, solusi untuk PD : % = y2 — 2xy + 2 yaitu C = 2e*~**

e

Latihan
Selesaikan persamaan diferensial Riccati berikut

v _ 2 ¥ _ Y2 — 2
1. ool A o xdenganyl— x%,x>0

2. Z—z+y2+2y=0dengany1=—2
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BAB 4
PERSAMAAN DIFERENSIAL ORDER 2

A. Pengantar Persamaan Diferensial Linear Order 2
Persamaan diferensial linear Homogen order 2 merupakan sebuah
fungsi yang dapat dituliskan dalam bentuk

a(x)y" +b(x)y" + c(x)y = d(x) 1)
Dimana a(x), b(x), c(x)dan d(x) adalah fungsi-fungsi kontinu dalam x
yang didefinisikan pada domain | dan a(x) # 0 dalam |
Jika d(x) = 0 maka persamaan (1) merupakan persamaan diferensial
linier tak homogen order 2.

a(x)y" +b(x)y" +c(x)y =0 (@)

B. Persamaan Diferensial Linear Homogen Order 2 dengan
Koefisien Konstan
Diasumsikan a(x) # 0 untuk sebarang x dalam domain, maka bentuk
persamaan diferensial menjadi
y"' +b(x)y +c(x)y=0 3)
Dimanay” = Z%,y’ = Z—Z dengan b(x), c(x) merupakan bilangan riil.
Misalkan

2 ,mx

dy d%y
= mx _—= mx(—)—:
y=4Ae™ o= = Ame oz = Am
Maka

e

y'+bx)y +c(x)y=0
Am?e™* + bAme™ + cAe™* = 0

m?+bm+c=0 4)
Membentuk  persamaan kuadrat,yang akar-akar kuadratnya
my,mydengan y = Ae™* dan y = Be™2*. maka solusi untuk

Persamaan Diferensial Linier Homogen Order 2 dapat ditulis
y = Ae™* + Be™2¥ (5)
Persamaan kuadrat ini dikatakan persamaan tambahan (Auxiliary
Equation) solusi Persamaan Diferensial Linier Homogen Order 2
sangat tergantung dari jenis akar-akar persamaan tambahan. Ada tiga
jenis solusi untuk Persamaan Diferensial Linier Homogen Order 2, yaitu

e Akar real dan berbeda (Determinan > 0)

Untuk akar real berbeda maka solusinya adalah
y = Ae™* 4 Be™2* (6)
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Contoh
Tentukanlah penyelesaian umum persamaan diferensial linear

d? d
1. d—x’z’ + 5% +6y=0
Persamaan karakteristiknya m? + 5m + 6 = 0
m+2)(m+3)=0
m; = —2ataum, = —3
Maka penyelesaian umumnya PDL Homogen Order 2 yaitu
y = Ae™1* 4 Be™2¥
y = Ae ?* + Be™3X
2. y'=2y'—y=0
Persamaan karakteristiknyam? —2m —1 =0

—b +Vb?% — 4ac
mq; = oa
—(=2) /(22— 4()(-1) 2+VE+4
Tz = 2(1) )
= 21_2—2\/2 =1+ V2

m; =1++V2ataum, =1-+2
Maka penyelesaian umumnya PDL Homogen Order 2 yaitu
y = Ae™* + Be™2¥
y = Ae(+V2x 4 pe(1-V2)x

e Akar real dan sama (Determinan = 0)

Untuk akar real berbeda maka solusinya adalah
y = Ae™* + Bxe™2* (7)
Dengan m; = m,
Contoh
Tentukanlah penyelesaian umum persamaan diferensial linear
2
1 S2+62+49y=0
Persamaan karakteristiknya m? + 6m + 9 = 0
(m+3)(m+3)=0
my = —3ataum, = —3
Maka penyelesaian umumnya PDL Homogen Order 2 yaitu
y = Ae™* + Bxe™2*¥
y = Ae™3* + Bxe 3%



2. y"+8y'+16y=0,,
Persamaan karakteristiknya m? + 8m + 16 = 0
m+4)(m+4)=0
m; = —4 ataum, = —4
Maka penyelesaian umumnya PDL Homogen Order 2 yaitu
y = Ae™* 4+ Bxe™2*
y = Ae™** + Bxe™**
o Akar real Komplek (Determinan < 0)
Untuk akar real komplek maka solusinya adalah

y = e (A cos fx + B sin x) (8)
Contoh
Tentukanlah penyelesaian umum persamaan diferensial linear
dxz L+ 4 + 9y =0

Persamaan karakteristiknya m? + 4m +9 =0
Dengana=1,b=4,c=9

—b +Vb?% — 4ac
mqp; = oa
_—4+/®7—4()(9) _~4£ 1636
Mz = 2(1) 2
—4+4+v=20 —4+2j\5

Karenam,, = a + Bj dengan a = —=2,8 = V5
Maka penyelesaian PDL Homogen Order 2 umumnya Yyaitu
y = e**(Acos Bx + B sin fx)
y = e 2*(A cos V5x + B sinV5x)

Latihan
Tentukanlah penyelesaian umum persamaan diferensial linear
Homogen Orde 2 berikut

1. dz 12dy+36y—0

2 2 +4—+3y—0
d2

4 ”+2 X —3y =0

dx?
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C. Persamaan Diferensial Linear Non Homogen Order 2
Persamaan diferensial linear Non Homogen order 2 merupakan sebuah
fungsi yang dapat dituliskan dalam bentuk persamaan (1)
a(x)y" +b(x)y" + c(x)y = d(x)
Jika d(x) # 0 maka substitusi y = Ae™1* + Be™2* akan membuat sisi
kiri diatas sama dengan nol. Maka:
y = Ae™* + Be™2* + C, C merupakan fungsi tambahan
y = Ae™”* + Be™2* — fungsi komplemen
y = x — integral khusus
Langkah menentukan penyelesaian PDL Non Homogen Order 2 yaitu
1. Menentukan solusi umum Persamaan Diferensial Linier Homogen
biasa disebut fungsi komplemen (y;)
2. Menentukan solusi umum Persamaan Diferensial non homogen
biasa disebut Integral khusus (y,)
3. Menentukan solusi umum Persamaan Diferensial

y=y1ty, 9

Tabel 4.1 Himpunan bebas linier koefisien tak tentu dari suku non
homogen

No | Suku Non Homogen Himpunan Koefisien tertentu
[d(x)]
1 C, Konstanta C
2 x™ x4 1
3 edm Ae®
4 ccosat atau Acosat + Bsinat
csinat
5 e, cosat atau Ce*™[A cosat + Bsinat]
e sinat
6 xntean xMedn 4+ xn—lean 4+ .. edn
7 x™ cos at atau x™[A cosat + B sinat]
x"sinat + x" A cosat
+ Bsinat] + -+
+ [A cosat
+ B sinat]
8 x™e® cos at atau x"e%[Acos at + B sin at]
x"e sinat + x™" e [A cosat + B sinat]
+ -+ e*[Acosat + Bsinat]
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Contoh
2
1. Tentukan penyelesaian dari = +y =1
Penyelesaian
Langkah 1: menentukan solusi umum PD linier homogen.
Persamaan karakteristiknyam? + 1 =0 © my, = +V/—-1 = 4j
Karenamq, = a + Bj
Maka penyelesaian umumnya yaitu
y1 = e**(Acos Bx + B sin fx)
y, = e%*(Acosx + Bsinx) = Acosx + Bsinx

Langkah 2: Menentukan solusi umum PD linier Non Homogen.

d%y
R =1
dx? Ty
Makay, =1
Langkah 3: Menentukan solusi umum Persamaan Diferensial

y=y;+y, =Acosx +Bsinx +1

2
2. Tentukan penyelesaian dari % — 5% + 6y = x?
Penyelesaian
Langkah 1: menentukan solusi umum PD linier homogen.
Persamaan karakteristiknya
m?2—-5m+6=0
(m-2)(m-3)=0
my; =2 danm, =3
Maka penyelesaian PDL Homogen umumnya yaitu
y1 = Ae™”* + Be™2*¥
y, = Ae?* + Be3*
Langkah 2: Menentukan solusi umum PD linier Non Homogen
Karena d(x) = x> makay = Cx2 + Dx + E

dy
—=2Cx+D
dx X+
d?y
— =2C
dx?
Substitusikan ke persamaan soal
d’y _dy 5
W -5 a + 6y =X

2C —5(Cx+ D) +6(Cx*+Dx+E) = x?
2C —10Cx — 5D + 6Cx? + 6Dx + 6E = x?
6Cx? + (6D — 10C)x + (2C — 5D + 6F) = x?
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6C=1eC=

N -

1 5 5
61)—106_0<—>61)—10(6)_0<—>6D_§<—>D_E
2C—5D +6E = 0 2(1> 5(5)+6E 0
— = AN — | — [— =
6 18
g L1, 25_—6+25 . 19 1_19
Ud = —— —_— = — =—X—-" = —
3718 18 186~ 108

Jadiy =Cx?+Dx+E
1 5 19

= — 2 — [
Y2 =% T 18 T 108

Langkah 3: Menentukan solusi umum Persamaan Diferensial
Yy=y1tYy2
5 19

y = Ae** + Be3* +lx2 +—=x+——
6 18 108

3. Tentukan penyelesaian dari y"' —y' = 3 cos 2x
Penyelesaian
Langkah 1: menentukan solusi umum PD linier homogen.
Persamaan karakteristiknya

mi—m=0

mim—-—1)=0

my =0danm, =1
Maka penyelesaian PDL Homogen umumnya yaitu
y1 = Ae™* 4 Be™2*¥
y, = Ae® + Be*

y1 = A+ Be*
Langkah 2: Menentukan solusi umum PD linier Non Homogen
Karena d(x) = 3 cos 2x maka y = C cos 2x + D sin 2x

y' = —2Csin2x + 2D cos 2x
y'" = —4C cos 2x — 4D sin 2x
Substitusikan ke persamaan soal
y" —y' =3cos2x
—4C cos2x — 4D sin 2x — (—2C sin 2x + 2D cos 2x) = 3 cos 2x
—4C cos2x — 4D sin2x + 2C sin 2x — 2D cos 2x = 3 cos 2x
(—4C — 2D) cos2x 4+ (2C — 4D) sin2x = 3 cos 2x
Diperoleh persamaan
—4C—-2D=3-5x1e —-4C—-2D =3
20—4D=0-x2<  4C—8D =0(+)
—-10D =3
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D=——
10
2C—4D =0 2C 4( 3) c 1z 1 3
— = o = —_] & = —— = ——
10 1072 5
Jadi y = C cos 2x + D sin 2x
= 5 2 S 2
e T

Langkah 3: Menentukan solusi umum Persamaan Diferensial
Yy=y1+y2

3 3
— X _ —_—qj
y=A+Be 5cost 1Osm2x

4. Tentukan penyelesaian dari y" + 2y’ — 3y = 4e~3*
Penyelesaian
Langkah 1: menentukan solusi umum PD linier homogen.
Persamaan karakteristiknya
m?2+2m—-3=0

m+3)(m—-1)=0

m; =—-3danm, =1
Maka penyelesaian PDL Homogen umumnya yaitu

y1 = Ae™”* + Be™2*¥

y, = Ae 3% + Be*
Langkah 2: Menentukan solusi umum PD linier Non Homogen
Karena d(x) = 4e~3* makay = Ce™3*
y' = —3Ce™3*
y" =9Ce3*
Substitusikan ke persamaan soal
y" +2y' —3y =4e™3
9Ce™3* +2(—3Ce™3%) —3Ce™3* = 473
9Ce™3* —6Ce™3* —3Ce™3* = 4¢73%
0 =4e 3%
Ini tidak mungkin karena fungsi eksponensial tidak pernah nol. Hal ini
karena persamaan karakteristik persamaan diferensial ini adalah
Jadi m; = —3 adalah akarnya, oleh karena itu e~3* adalah solusi
homogen, sehingga tidak mungkin y = Ae~3*.
Misalkan y = Axe™3¥
y' = Ae™3* —3Axe™3* = (1 — 3x)Ae™3*
y" = —34e73* — 3(1 — 3x)Ae~3*
= —34e73* — 34e73¥ + 9Axe™3¥
= —64e73* + 9Axe~3¥
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= (—6 + 9x)Ae™3¥
Substitusikan ke persamaan soal
y" 4+ 2y —3y =4e™3
—6Ae 3% + 9Axe 3% + 2(Ae 3% — 3Axe™3*) — 3Axe 3% = 4e73*
—4Ae™3* = 4¢73*
Jadi
—4A=4A=-1
Sehingga diperoleh y, = —xe™3*
Langkah 3: Menentukan solusi umum Persamaan Diferensial
y=y1t)2
y = Ae 3" + Be*—xe3*

5. Tentukan penyelesaian dari y'' — 5y’ — 6y = e ™ — 2cosx
Penyelesaian
Langkah 1: menentukan solusi umum PD linier homogen.
Persamaan karakteristiknya
m?—5m—6=0
m+1)(m—-6)=0
m; =—-1 danm, =6
Maka penyelesaian PDL Homogen umumnya yaitu
y1 = Ae™”* + Be™2*¥
y, = Ae ™ + Be®*
Langkah 2: Menentukan solusi umum PD linier Non Homogen
Karena d(x) = e™ — 2 cos x maka
y=Cxe*+ Dcosx + Esinx
y'=Ce ™ —Cxe ™ — Dsinx + E cosx
y'=—-Ce™*—Ce™*+Cxe ™ —Dcosx —Esinx
Substitusikan ke persamaan soal
y" —5y'—6y=e*—2cosx
—Ce™ —Ce ™+ Cxe ™ —Dcosx —Esinx —5(Ce ™™ — Cxe™™
—Dsinx + E cosx) — 6(Cxe ™™ + D cosx + E sinx)

b

X

=e *—2cosx
—Ce™™ —Ce™™+Cxe ™ —Dcosx —Esinx—5Ce ™ + 5Cxe™

+ 5Dsinx — 5E cosx — 6Cxe ™ — 6D cosx — 6E sinx
=e *—2cosx
—Ce™* —Ce ™™+ Cxe ™ —Dcosx —Esinx—5Ce ™ +5Cxe™™

+ 5Dsinx — 5E cosx — 6Cxe ™ — 6D cosx — 6E sinx

X

=e* —2cosx
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—7Ce ™™ + (—7D —5E)cosx + (5D — 7E)sinx = e ™ — 2cosx
Diperoleh persamaan

1
—7C=1<—>C:—7
—7D —5E = -2 - x5 & —35D — 25E = —10
5D-—7E=0-x7 & 35D —49E =0 (4+)
—74E = —-10
E_10_5
- 74 37
5D—-7E=0<D 7E 7 d
—_ = — = — = — —_— T —
57 7537 37
Sehingga diperoleh
N S L5
Vo, = 7X€ 37COSJC 37smx

Langkah 3: Menentukan solusi umum Persamaan Diferensial
y=y,+y, =Ae ¥ + Be®* —%xe‘x +3—77cosx + %sinx
D. Penggunakan Variabel Komplek Pada PD Order 2
Selain dari metode koefisien tak tentu, persamaan diferensial order dua
tertentu dapat juga diselesaikan dengan menggunakan variabel
kompleks. Pandanglah lagi persamaan a(x)y" + b(x)y' +c(x)y =
d(x) (1), dengan mengubah d(x) sebagai fungsi variabel kompleks,
solusi khusus Y memenuhi hal-hal sebagai berikut:

e Bagianrill Y adalah solusi persamaan (1) dengan d(x) digantikan

oleh bagian rillnya.
¢ Bagian imajiner Y adalah solusi persamaan (1) dengan d(x)
digantikan oleh bagian imajinernya.
Contoh
Tentukan solusi khusus persamaan diferensial
y" —3y"'+ 2y =sinx
Penyelesaian:
Untuk menyelesaikan persamaan ini, pandanglah persamaan
diferensial
y" =3y +2y =e¥
Dimana
e = cosx + isinx
dengan menggunakan metode koefisien tak-tentu yaitu perhatikanlah
suku tak homogen PD
d(x) = e* & y = (A + Bi)e™
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Y _ A+ Bijie
dx
d?y .
— = —(A + Bi)e™

dx?
Substitusikan ke dalam soal
y" =3y +2y =e¥
—(A+ Bi)e™* —3(A + Bi)ie™ + 2(A + Bi)e™ = e
—Ae™ — Bie™ — 34ie™ — 3Bi%e™* + 2Ae™* + 2Bie™* = ¥
—Ae™ — Bie™ — 3Aie™ + 3Be™ + 24e™ + 2Bie™ = e™
—34ie™ + 3Be™® + Ae™ + Bie™ = e™*
(A+3B)e™ + (=34 + B)ie* = e™*
Diperoleh persamaan
A+3B=1-x3e 3A4A+9B=3
—344+B=0-x1-34A4+B=0(+)
10B = 3
3
5=1
9 1

A+3B=10A=1-——=—
< 1010

VA — AN 5 - i i ix_iix i-ix

Jadiy = (A + Bi)e —(10+101)e =5t le

1 3
= E(COSX-I— i sinx) +1—0i(cosx + isinx)

Ll L 3B
—1OCOSX 10151nx 101COSX 101. Sll’lX)

_ 1 1 3 3
—Ecosx+1—olsmx+1—01cosx—ﬁsmx

1 3 1
—Ecosx—ﬁsmx+l(ﬁsmx+1—0cosx)

Karena x + iy maka bagian imajiner y adalah

L3
y—lOSIDX 1OCOSX

Latihan

Selesaikan Persamaan diferensial orde dua berikut ini.
1. y' =2y +y=23e?

2. y'=2y+y=x%2-1

3. y'=2y"+y=4cosx

4, y" =2y +y=xe*



E. Metode Variasi Parameter
Diberikan persamaan diferensial linear non homogen order dua pada
persamaan (1) yaitu

a(x)y" +b(x)y" + c(x)y = d(x)
Misalkan fungsi komplemen persamaan diferensial diatas adalah
y = c1Y1(x) + c;y,(x) dengan cy,c, sebarang konstanta. Metode di
dalam variasi parameter adalah dengan mengganti konstanta c;,c,
dengan fungsi v,,v, yang akan dicari kemudian sehingga y =
v (X)y1(x) + v2(x)y,(x) akan menjadi integral khusus persamaan
diferensial diatas.
y = v1(0)y1 (%) + v2(x)y2 (%)
y' =v1 ()y1(x0) + v1(D)y1 () + v2(0)y2(x) + v2(0)y2 (%)
Jika diambil v; (x)y;(x) + v3(x)y,(x) = 0 maka
Y =v1(0)y1(x) + v (x)y3(x)
Selanjutnya dapat dicari y'’ kemudian disubstitusikan kedalam soal
sampai ditemukan v,(x) dan v,(x) diperoleh y,. Dalam Menentukan
solusi umum Persamaan Diferensial

y=y1+Yy2 (10)

Contoh
Tentukan penyelesaian umum persamaan diferensial

"+3y'+2y=
Y YA T e

Penyelesaian
Persamaan karakteristiknya
m?2+3m+2=0
m+1)(m+2)=0
my; =—1 danm, = -2
Maka penyelesaian PDL Homogen umumnya yaitu
y1 = cpe™* 4 ¢, e™2*
y, =cie ¥ + e
Selanjutnya dengan mengganti konstanta c,,c, dengan fungsi v,, v,
menjadi
y =v(x)e™* + vy(x)e™*
y' =v1 (X)e™ —v (x)e ™ +vj (x)e % — 2v,(x)e %
Jika diambil
v; (e ™ + vy (x)e™?* =0
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Diperoleh

y' =—-vi(x)e™ — 2v,(x)e”
y" = —v; (x)e ¥ + v (x)e ™ — 2v) (x)e ?* + 4v,(x)e %
Substitusikan kedalam soal

2x

" 43y 42y =
YOSy A E T e

—v; (e + vy (x)e™ — 2v) (x)e 2 + 4v,(x)e 2* + 3(—v (x)e ™™

— 2v,(x)e™?) + 2(v ()e™F + vy (x)e ) =

—v] (e * + v (x)e™* — 2v5 (X)e ¥ + 4v,(x)e ¥ — 3171(;):_6:
—6v,(x)e™ 2 + 2v,(x)e ¥ + 2v,(x)e™ ¥ = 1 _|_1ex
—v; (x)e™* — 2vy (x)e 2 = Tlex
Diperoleh
—v1 (x)e™ = 2v; (x)e ™ = 1 _|_1ex

vy (x)e™ + vy (x)e™* =0
Dengan menggunakan rumus determinan

1 —2x
THex —2¢ 1 o
— — € X
/( )__ 0 e 2x __1-Fex _ e
VI = Zomr e 2x) T g3 14 e®
|e—x e—2x |
1
e X~
€ 1+e*| 1 o x oy
' (x) = e ™ 0 _ _1+4e* __ ¢
Ve T e S2e72r T e 1ter
s T |
Maka
’ ex X
vl(x):fvl(x)dx:f1+exdx=ln(1+e )+ C
2x
vz(x)=fvé(x)dx=—fl_l_exdx:—(1+ex)+1n(1+ex)+C

y =v;(x)e™* + v,y(x)e 2
y,=In(1+e¥e*+{-(1+e¥)+In(1+e*)}e > +C
Menentukan solusi umum Persamaan Diferensial
Yy=y1ty
y=ce *+ce”
+In(1+eXe*+{—(1+eX)+In(1+e¥)}e ?>* +C

2x
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Perhatikan

1
—2x 1
1+e* 2e = xe—2x
0 —ox 1+e
e
=X  _9,-2x
e_x Z—er — _e—xe—Zx _ e—x(_ze—Zx)
e e
— _p=3% 1 2p=3% — o3
1
—-X
—e — 1 1
1+eX :0—1+ <€ x=—1+—xe x
—x e e
e 0
Misalu =1+ e* & du = e*dx
u—1=¢e*

e* du X
j1+exdx='[7=lnu=ln(1+e )+ C

f e?* 4 _fe"e"d _f(u—l)d
1+e* x= 1+e* x= u “

1
='[1du—fa=u—lnu=(1+ex)—ln(1+ex)
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BAB 5
TRANSFORMASI LAPLACE

Persamaan Diferensial dibedakan menjadi dua yaitu Persamaan
Diferensial Biasa (ordinary differential equation) dan Persamaan
Diferensial Parsial (partial differential equation). Persamaan Diferensial
Biasa didefinisikan sebagai suatu persamaan yang mengandung satu
atau lebih turunan biasa suatu fungsi yang tidak diketahui dengan dua
atau lebih peubah bebas. Sedangkan Persamaan Diferensial Parsial
didefinisikan sebagai suatu persamaan yang mengandung satu atau
lebih turunan parsial suatu fungsi yang tidak diketahui dengan dua atau
lebih peubah bebas.

Setelah suatu model matematika diubah dalam bentuk persamaan
diferensial, langkah selanjutnya adalah menyelesaikan persamaan
diferensial tersebut dengan menentukan solusinya. Solusi persamaan
diferensial adalah suatu fungsi yang memenuhi persamaan diferensial
tersebut. Artinya, jika fungsi itu dan turunan-turunannya disubtitusikan
ke dalam persamaan diferensial tersebut, diperoleh suatu pernyataan
yang benar. Dikatakan solusi umum jika persamaan fungsi masih
memuat konstanta, dan disebut solusi khusus jika tidak terdapat
konstanta yang didapatkan dengan menggantikan nilai-nilai awal dan
syarat batas yang diketahui.

Transformasi Laplace merupakan suatu metode operasional yang
dapat digunakan secara mudah untuk menyelesaikan persamaan
diferensial linier. Metode ini pertama kali diperkenalkan oleh Pierre
Simon Marquas De Laplace seorang matematikawan Perancis dan
seorang guru besar di Paris. Dengan menggunakan Transformasi
Laplace, dapat diubah beberapa fungsi umum seperti fungsi sinusoida,
fungsi sinusoida teredam, dan fungsi eksponensial menjadi fungsi-
fungsi aljabar variabel kompleks s. Bila persamaan aljabar dalam s
dipecahkan, maka penyelesaian dari persamaan diferensial
(Transformasi Laplace balik dari variabel tidak bebas) dapat diperoleh
dengan menggunakan tabel transformasi Laplace.

Suatu kelebihan metode transformasi Laplace adalah bahwa
metode ini memungkinkan penggunaan teknik grafis untuk meramal
kinerja sistem tanpa menyelesaikan persamaan diferensial sistem.
Kelebihan lain metode transformasi Laplace adalah diperolehnya
secara serentak baik komponen transien maupun komponen keadaan
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tunak. Secara sederhana prosedur dasar pemecahan menggunakan

metode transformasi Laplace adalah:

1. Persamaan diferensial yang berada dalam kawasan waktu (t),
ditransformasikan ke kawasan frekuensi (s) dengan transformasi
Laplace. Untuk mempermudah proses transformasi dapat
digunakan tabel transformasi laplace.

2. Persamaan yang diperoleh dalam kawasan s tersebut adalah
persamaan aljabar dari variabel s yang merupakan operator
Laplace.

3. Penyelesaian yang diperoleh kemudian ditransformasi-balikkan ke
dalam kawasan waktu.

4. Hasil transformasi balik ini menghasilkan penyelesaian persamaan
dalam kawasan waktu.

Adapun kegunaan Transformasi Laplace yaitu

1. Transformasi Laplace dapat digunakan untuk menyatakan model

matematis dari sistem linier waktu kontinu tak ubah waktu,

2. Transformasi Laplace dapat menyelesaikan penyelesaian

persamaan differensial sistem linier waktu kontinu tak ubah waktu,

3. Transformasi Laplace dapat digunakan untuk mencari kestabilan

sistem linier waktu kontinu tak ubah waktu,

4. Dalam ilmu pengaturan, transformasi Laplace dinyatakan sebagai

teori kontrol klasik, yang digunakan untuk mencari kestabilan sistem,

5. Transformasi Laplace dapat mencari respon atau fungsi tanggapan

sistem linier waktu kontinu tak ubah waktu

A. Pengantar Transformasi Laplace

Definisi

Misalkan f(t) merupakan suatu fungsi dari t terdefinisi untuk ¢ > 0.
Kemudian foooe‘“f(t)dtjika ada dinamakan suatu fungsi dari s dapat

dikatakan F(s). Oleh karena itu fungsi F(s) ini dapat dinamakan
transformasi laplace dari f(t) dan dinotasikan oleh “ "{L(f(¢)}". Jadi

LF®) =F(s) = [" e stf(D)dt (1)
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Definisi

Jika L[f(t)] = F(s) maka f(t) dinamakan Transformasi Laplace Invers
dari F(s)dan dinotasikan dengan f(t) = L™1{F(s)}. Kemudian untuk
mencari nilai L~1{F(s)}, maka kita harus mencari suatu fungsi dari t
yang transformasi Laplacenya adalah F(s).

Contoh
1. Hitunglah transformasi laplace untuk fungsi undak satuan (unit
step) u(t).
0,t<0
Uiy >0
Penyelesaian
ut)=f()=1
LF@) =F) = [ etf (e
0
*© 1
L(u(t)) = .’; le stdt = —;e‘“]%o

— 1 —5(o0 1 —=s(0)y — 1 — 1
ingat: e =e =0
2. Hitunglah transformasi laplace untuk fungsi f(t) = e™%
Penyelesaian

L(F(©) = F(s) = f e~StF(t)dt
0

[oe] [oe]

L ) = —sto—at ¢ — f —(s+a)tdt - _ —(s+a)t ©
(@) foe e e e TN
= (— —(sta)ooy _ (_ —(s+a)0
( s+ ae )= ( s+ ae )
1 1
=0+ =

s+a s+a
3. Hitunglah transformasi laplace untuk fungsi f(t) =t

Penyelesaian

L(F(©) = F(s) = f eStF(t)dt
0

[oe]

L(f(t) =f e Sttdt

*© t 1 o)
= te Stdt = ——e =St — —ze‘“]
0 s s 0

* —S0oo 1 —500 O —s0 1 -s0
=(—?€ —S—ze )—(—;e —S—ze )
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1 1
=°‘(°‘s—z)=s—z

Perhatikan
Misalkan (Metode Parsial)
u=tedu=dt

dv=eStdt o v= f e Stdt o v=—=¢"5t

fudv=uv—fvdu
1 1
jte_“ dt=t(——e‘“)—j——e‘5t dt
s S

t 1 1
— __e—st +_(_§e—st)

S S
t 1

— __e—st __Ze—st
S S

4. Hitunglah transformasi laplace untuk fungsi f(t) = sin wt
Penyelesaian
Berdasarkan rumus euler

: 1wt _ it
sinwt = —(e'“t — e
21
o]

L(F(©) = F(s) = f e~SLF(t)dt
0

1, . ;
L(f(t)) — f e—st_.(elwt _ e—lwt)dt
0 2i
1(* . .
— 2_lf (elwte—st _ e—lwte—st)dt
0
e (—s+iw)t —(s+iw)t
=5 (e —e )dt
0

— le{f e(—s+iw)tdt _ f e—(s+iw)tdt}
0 0
1 1

— = (st _ —(s+iw)t1®
2 s+ i) [ e AN TS
= l'{(;e(—sﬂw)oo _ ;e(—sﬂw)o) _ (7 e—(s+iw)oo
2i (—s+iw) (—s +iw) —(s +iw)
_ —(s+iw)0
—(s + iw) € )

_ 1 1 1

a Z{_ (—s+iw) B <_ —(s+ ia))>}
1 1 1
=2t (—s+iw) B (s+ ia))}
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1 1 1
_z{(s—iw)_(s+ia))
1 s+iw—(s—iw)

T 20 s? — (iw)? }

_1{ 2iw }_1{ 2iw }_ 2w
T 2ils? — (iw)?)  2ils?2 + w2 %+ w?
Dari uraian diatas maka perhatikan Tabel 5.1 berikut

}

Tabel 5.1 Transformasi Laplace

No | f@ FGs) | No ) F(s)
1 a a 8 coshat S
s s2 —q?
2 t 1 9 sinh at a
ol 2 — g2
3 tn n! 10 e cos bt s—a
snHL (s —a)? + b?
4 et 1 11 e sin bt b
s—a (s —a)? + b?
5 e~at 1 12 sin? t 2
s+a s(s? +4)
6 cos at S 13 cos®t s?+2
s2+a? m
7 sinat a
s2 4+ a?

B. Sifat Transformasi Laplace
Adapun sifat-sifatnya diantaranya

1. Kombinasi Linear
Jika f;(t) dan f,(t) merupakan fungsi waktu yang berlainan maka

LIA(O + fo(0)] = j eSHA () + f(0)]de
0
= fme‘“fl(t) dt +J-Ooe‘“f2(t) dt
= LIA(O] + LIA O]
= Fy(s) + Fy(s)

Jadi
LIf1(®) £ f2(O)] = F1(s) £ F5(s) (2
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Translasi Fungsi

Mencari transformasi Laplace dari fungsi yang ditranslasikan

f(t —a) dimana
f()-»0,t<0
ft—a)—0,t<a

fi)
: Sig—a)

h /\"\/-
>

f 0 o

Karena f(t —a) =0untuk0<t<a
Dimanau=t—a

[oe]

L) = F(s) = | et
= fwe‘s(t‘a)f(t —a)du
0
= fooe‘“esaf(t —a)du
0

= esaf e Stf(t — a)du
0

Jadi
LIf(t —a)] = e™F(s)

Perkalian f(t) dengan e~%¢

o]

Lle™®f ()] =_[ e Stematf(t)dt

0
_ j e+ (1) dt = F(s + a)
0

Jadi

Lle™®f(O] =F(s +a)
Skala Waktu f (&)
Jikai =u

[o¢]

(= e (e

(3)

(4)



© _ast t t

- [T et

_ fo e~SUF(W)d(w) = aF (s)
Jadi

r@)-are  ©

Diferensiasi
d * d
LUgfO1= [ e gpoae

Persamaan diatas dapat diintegralkan secara parsial dengan
memisalkan :

u=e St o du=—se Stdt

d d
dv = = f(O)dt o v = f —F©dt = o)

judvzuv—jvdu

fo ¥ gt % fOdt =etf(B)] - jo m—se‘“f(t)dt

= (@) e O) +5 [ et f@de
0
= —£(0) + sF(s)
= sF(s) — £(0)
L[S f®] = sF(s) = F(0) (6)
Jadi untuk turunan selanjutnya

LI £ )] = $2F(s) = s£(0) — % £(0) (7

dt?

LIEF®] = s"F () = " f(0)—..... =2 £(0) (8)

Integral

L f F©) = f T ot f o1

Dengan integral parsial diperoleh

t —St o ,—St
L[ ro) = jf(t) f oL
i 0

q tf(t): - — f F©)o f . _Stf<t>dt

[ ro|=1m+ [ e
! | 0
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Kesimpulan
Dari sifat-sifat transformasi laplace yaitu

© ©® N @ O AwNE

- LCAf () = AF(s)

LI (0) £ (0] = LI (O] £ L[f2(D)] = F1(s) £ F2(s)
. LleT ()] = F(s+ a)

. L[f(t —a)] = e 5UF(s)

L[f (5)] = aF ()

L :%f(t)] =sF(s) — f(0)

L :;—;f(t)] = s?F(s) —sf(0) — %f(O)

(& £(©)] = () = "0 ...~ S £ (0)
L[ F®] = 2R +1F710)

L

Contoh

1.

Tentukan trasformasi laplace dari persamaan f(t) = t — 5e™2¢
Penyelesaian

L(t—5e7 %) = L(t) = 5L(e™%") = Siz— 5

( 1 ) _s+2- 552
s+2/)  s%2(s+2)
Perhatikan

n!
L[t"] = SN+l

1
s—a

L[e%] =

. Tentukan trasformasi laplace dari persamaan f(t) = 3t?

Penyelesaian
n! 2! 6
g+l Y241 g3

L(3t?) =3L(t*) =3

. Tentukan trasformasi laplace dari persamaan f(t) = e 3! sin 2t

Penyelesaian

_ b
L[eatsmbt ] = m
L(e73sin2t) = ————
(7 sin2t) = 33214

2 2
T s2465s4+94+4 s2+6s+13

104
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4. Tentukan trasformasi laplace dari persamaan L[10 sin 4t + 4t?]
Penyelesaian
L[10sin 4t + 4t2] = L[10 sin 4t] + L[4t?]
= 10L[sin 4t] + 4L[t?]

4 2!
= 1052 T 42 +452+1
__ 40 8
T s2+16  s3
Perhatikan
L[sinat] = ——

[sinat] R
n!
L") = o

5. Tentukan trasformasi laplace dari persamaan L[e>t(sin 2t — sin 4t)]
Penyelesaian
L[e5t(sin 2t — sin 4t)] = L[e®! sin 2t — e®sin 4t]
= L[e5¢ sin 2t] — L[e>tsin 4t]

2 4
T (5-5)2+22 (s—5)2 +42

2 4
:sz—1(2)s+25+4_524—105+25+16

s2—10s+29 s2—10s+ 41

Perhatikan
b

(s —a)? + b?
6. Tentukan trasformasi laplace dari persamaan L[f (t)]

5,t<3
f@®) = 0,6>3

Lle*sinbt | =

Penyelesaian

LIF®)] = f e~StF(t)dt

0

3 fee)
=J e‘St.Sdt+j e St.0dt
3

0
3
= f e st dt
0
5

= -2

S
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S

5 5
___e—3S +_

S S

7. Tentukan trasformasi laplace dari persamaan L[f (t)]

2T 21
COS(t—T),t>T

fO={ 2

O,K<T

Penyelesaian

LIF®)] = fo eStF(D)dt

21
3 © 2

= f e st.0dt + f e St cos(t ——) dt
0 2z 3

_ [ ot t—z—n dt
= 2_ﬂe cos( 3)

3
Perhatikan

21
u=t—?<—>du=dt

21
u+?=t
maka t = - u = o
21
t=?—>u=0

2T
e—s(u+T)

“st eos(t — 2T dr =
e " cos(t 3 ) dt = cosu du

0

[ee] _SZ_TE
= f e S%e 73 cosu du
0
=e °3 e S%cosu du
0
el )
(s—(—s))?+12
21 2s
"(25)? + 12
_2ms 28
452 +1

_2ms
2se 3

T 4211
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Perhatikan

s—a
L[eat cos bt ] = m
Latihan
Tentukan transformasi laplace dari persamaan
tZ
1. L[T]
2. L[—3e?t]
3. L[2e>tsin3t ]
4. L[-5t® — 10 cos4t]
5. LIf(D)] jika f(6) = {3422

C. Invers Transformasi Laplace

Jika Transformasi Laplace dari f(t) adalah F(s) & L[f(t)] = F(s)
maka f(t) disebut invers Transformasi Laplace atau kebalikan dari

Transformasi Laplace yang dinotasikan dengan

f(@®) = L7F(s)]

Tabel 5.2 Invers Transformasi Laplace

(10)

No | F(s) f(®)= | No f(t) f@) =
LY[F(s)] L7F(s)]
1 a a 8 s coshat
S 2 — g2
2 1 t 9 _a sinh at
s2 s2 —a?
3 n! t" 0| S—-a e cos bt
n+l (s —a)? + b?
4 1 edt 11 b e sin bt
s—a (s —a)? + b?
5 1 e—at 12 2 sin? t
s+a s(s? +4)
6 S cos at 13 s2+2 cos?t
s? +a? s(s2+4)
7 a sinat
s2 4+ g2

Sifat Invers Transformasi Laplace diantaranya
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1. Kelinearan
Jika f;(t) = L7Y[F,(s)] dan f,(t) = L71[F,(s)] maka
L7YCFy(s) + CoF,(s)] = CLL7MHF ()] + C,L7H[F,(s)] (11)
Contoh

L_1[8 5s N 3 ]—L‘l[S] L‘l[ 5s +L‘1[ 3 ]
s3 s24+4 s+1] s3 s2+4 s+1
2 S 1
_a7-112] _er-1 -1
=4l [53] oL [52 + 4] +3L [s + 1]
2 S 1

—a7-1 _er-1 -1

=4l [52“] oL [52 + 22] +3L [s +1

= 4t% —5cos 2t + 3e~t
2. Translasi

o Jika f(t) = L"[F(s)] maka

L MF(s —a)] = e®f(t) = e®™L7'[F(s)] (12)

Contoh

e
s?—2s+5 (s2—-2s+1)+4

B 2
=L 1[(5—1)2+4]
B 2
=L 1[(5—1)2+22]
= elsin2t
e Jika f(t) = L7[F(s)] maka
LM e~ ®F(s)] = {422 atau L~ [e"®F (s)] = u(t — a)f (t — )

,t<a
(13)
Contoh
Tentukan nilai L™ [66’;25] ?
S
_, [ee7% [ _,. 6
“[ - ]=“[e 5l

Karena L™[e"*F(s)] maka a = —2,F(s) = g
6 6 3!
£ = 17r6 = 17 ) = 17 ] = 17 ] =
ft—a)=f(t—2)=(t-2)°
1 6e—ZS 3 _ ,
L o =pt-—a)ft—a)=ult-2)(t-2)

3. Sifat Perubahan Skala
Jika f(t) = L71[F(s)] maka

108



11F (2)] = af(an) (14)
Contoh

Tentukan nilai L=t [i

]7
s2+9

L1 3 =11 3 = sin3t
s249 s2 4 32

4. Invers Transformasi Laplace dari Derivatif
L7HF(s)] = f(t) maka L™ [F™(s)] = (=D)"t"f(¢)
Contoh

Tentukan nilai L™* [(5_12)2] ?

F(s) = ﬁ maka L1 [é] = e?t

ol e
F(s) p— (s—2)

[F1()] = (-D'(s=2)"" (s - 2)

] = te?t

: 1
L [(s —2)?
5. Invers Transformasi Laplace dari Integral
L[F(s)] = £(¢) maka L7 [22] = [7 fw)du
e Perkalian dengan s™
L71[F(s)] = f(t) maka
a. L7 [sF(s)] = f'(t),f(&) = 0
b. L7 [s?F(s) —sf(0)] = f"(t), f(¢) # 0
e Pembagian dengan s
L[F(s)] = £(t) maka L7 [22] = [T f(w)du
¢ Sifat Convolution
LMF(s)] = f@) , LG (s)] = g(t) maka L™ [F(s)G(s)] =
fotf(u) g(t —u)du atau

t
LF($)G(s)] = f 9w f(t —w)du
0

Contoh
Selesaikan invers transformasi laplace berikut

L b s | R+ R
s2 s2

s2 s2 s2
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1 1

S2 S2

1 1
=4U4[]_]—5r1[1]

1 1
= 4t72 — 5t2
Ingat L™ [—— n+1] =t"

1 1

- _7-1 1 e -1| 72

2. L [SZ+2.S‘]_L [s(s+2) =L [s]-l_L [s+2]
1
2

_omoro gt gl 211 5
=3 3 el = e =
perhatikan
1 A B
s(s+2)_g+(s+2)
1=A(s+2)+Bs
1=As+2A+ Bs
1=24+(A+B)s

S 2

s+2

2A=1eA !
= — = —
2

1
A+B=0HB=—§

R i e e

=471 ; — 4s — +12L71 i
2s —7 s2+9 52 +9 s5

Y 4L~ [ [ 1 ]4—12L—1[1]
N 2(5_7) sz +9l 249 s5

7

1 S 3 1
=271 — 4171 —2L71 [ ] +12L71 [—]
7 [52 + 9] s2+9 s>
(s 2)
7 t*
= 2e2 —4cos3t—2sin3t + 125

7 t*
= 232—4cos3t—251n3t+?

Ingat L™ [ e
4. -1 [ﬂ]?

s2+3s+2]

L=t
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5s+7 55s+7 A B
sz+35+2_(s+1)(s+2)_(s+1)+(s+2)
55+7=A(+2)+B(s+1)
5§4+7=As+2A+Bs+B
55+7=(A+B)s+ (24 +B)
diperoleh persamaan
A+B=5
2A+B=7()

—A=-2eA=2
A+B=5
2+B=5
B=3
L_1[255+7 ]=L‘1[ A ]+L‘1[ B ]
s“+3s+2 (s+1) (s+2)
— 71 2 -1 3
=L [(s+1)]+L [(s+2)]
= 2171 : #3171 : |
(s+1) (s+2)
=2e ' +3e7 2

-1 [25%+3s+14 ],

(s+2)(s2+4)] °
25> +3s+14 A Bs+C
(s+2)(52+4)_s+2+(52+4)

252 4+35s+14=A(s>+4)+ (Bs+C)(s + 2)

25> +3s+ 14 = As® + 4A + Bs* + 2Bs + Cs + 2C

25s24+3s+14=(A+B)s*+ (2B + C)s + (44 +20)

Diperoleh persamaan

A+B=2oB=2-A

2B+C=36202-A)+C=34-24+C=3 -24+C=-1

4A+2C =14

Menggunakan eliminasi

—2A+C=—-16ox2->—-4A+2C =-2

4A+2C=14ox1> 4A+2C =14 (4)
4C=12C =3

—2A+C=-1
—2A+3=-1
—24=—-4A=2
makaB=2—-A=2-2=0
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252 +3s+ 14 _1[ A Bs+C
(s (s+2)(s?+4) s+2 (s2 +4)
o 0.s+3
=[]+ feEr

= 2L [—1 - 3L—1[ !
s+2 (s2+4)

3
=2e %t 4 Esin 2t

Ingat

L1 [L] = sinat
s2 + g2

Penggunaan Transformasi Laplace umumnya digunakan untuk
menyelesaikan persamaan tanpa melakukan manipulasi matematis
komplek tetapi menggunakan manipulasi Aljabar Biasa. Transformasi
Laplace dapat digunakan antara lain untuk menyelesaikan
permasalahan berikut :

+ Bentuk Gelombang Periodik maupun tidak periodik

* Transienitas dalam rangkaian linear

+ Sistem linear dengan atau tanpa umpan balik

* Vibrasi transien di dalam sistem mekanik

* Propagasi sinyal dalam sistem komunikasi

* Penyelesaian persamaan diferensial dan lainnya
Latihan
Selesaikan invers transformasi laplace berikut

1. L1 i]

’ | s+4

'35+4-]

[ 52+4

[ 4 10

[ 25+4 5%

'Zs+5]

| 52—9

'353+3sz+9s+6]
s2(s+1)

L—l

L—l

2
3
4, Lt
5

L—l
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GLOSARIUM

e Deret: bilangan yang perubahan sukunya berdasar penjumlahan
terhadap sebuah bilangan tertentu

¢ Diferensial: tingkat perubahan suatu fungsi atas adanya perubahan
variabel bebas dari fungsi tersebut.

¢ Integral merupakan bentuk operasi matematika yang menjadi
kebalikan (invers) dari operasi turunan dan limit dari jumlah atau
suatu luas daerah tertentu

e Logaritma Natural (Ln) : logaritma dengan basis e, yaitu sebuah
konstanta yang disebut sebagai konstanta Euler.

¢ Parsial: berhubungan atau merupakan bagian dari keseluruhan

e Persamaan suatu pernyataan matematika dalam bentuk simbol
yang menyatakan bahwa dua hal adalah persis sama

e Persamaan diferensial: persamaan matematika untuk fungsi satu
variable atau lebih yang menghubungkan nilai fungsi itu sendiri dan
turunannya dalam berbagai tingkatan

¢ Bilangan rasional dinyatakan sebagai perbandingan dua bilangan
bulat a dan b, ditulis a/b dengan syarat b # 0.

e Substitusi: sesuatu yang mudah diganti dengan sesuatu yang lain

¢ Transformasi Laplace adalah suatu metode operasional yang dapat
digunakan secara mudah untuk menyelesaikan persamaan
diferensial linier
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